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MỆNH ĐỀ VÀ MỆNH ĐỀ CHỨA BIẾN 


Mệnh đề là gì ? 
Trong khoa học cũng như trong đời sống hàng ngày, ta thường gặp những câu 
nêu lên một khẳng định. Khẳng định đó có thể đúng hoặc sai. 
Ví dụ 1. Chúng ta hãy xét các câu sau đây. 
(a) Hà Nội là thủ đô của Việt Nam. 
(b) Thượng Hải là một thành phố của Ấn Độ. 
(e)1+1=2. 
(d) 27 chia hết cho 5. 
Các câu (a) và (e) là những câu khẳng định đúng. Các câu (b) và (d) là những 
câu khẳng định sai. Người ta gọi mỗi câu trên là một mệnh đề lôgïc. IHÌ 
Một mệnh đê lỏgie (gọi tắt là mệnh đê) là một câu khẳng định 
đúng hoặc một câu khẳng định sai. Một câu khẳng định đúng gọi là 
một mệnh đề đúng. Một cân khẳng định sai gọi là một mệnh đề sai. 
Một mệnh đề không thể vừa đúng vừa sai. 
CHÚ Ý 
Câu không phải là câu khẳng định hoặc câu khẳng định mà không có 
tính đúng - sai (tính hoặc đúng, hoặc sai) thì không phải là mệnh đề. 


Chẳng hạn, câu "Hôm nay trời đẹp quá !" là một câu cảm thán do đó 
không phải là mệnh đề. 


Mệnh đề phủ định 
Ví dụ 2. Hai bạn An và Bình đang tranh 
luận với nhau. 
Bình nói : "2003 là số nguyên tố". 

An khẳng định : "2003 không phải là số 
nguyên tố", 
Nếu kí hiệu P là mệnh đề Bình nêu thì 
mệnh đề của An có thể diễn đạt là 
"Không phải P" và được gọi là mệnh đề 
phủ định của P. H 


Cho mệnh đê P. Mệnh dê “Không phải Pˆ được gọi là mệnh đề 
phủ định của P và kí hiệu là P. Mệnh đề P và mệnh đề phủ 
định P là hai câu khẳng định trái ngược nhau. Nếu P đúng thì 
P sai, nếu P sai thì P đúng. 


CHÚ Ý 

Mệnh đề phủ định của P có thể diễn đạt theo nhiều cách khác nhau. 
Chẳng hạn, xét mệnh đề  : "2/2 là số hữu tỉ". Khi đó, mệnh đề phủ 
định của P có thể phát biểu là P : "2/2 không phải là số hữu tỉ" hoặc 
P.:"x/2 là một số vô tỉ". 


H1| Nêu mệnh đề phủ định của mỗi mệnh đề sau đây và xác định xem mệnh đề 
phủ định đó đúng hay sai. 

(a) Pa-ri la thú đô của nước Anh 

(b) 2002 chia hết cho 4. 


Mệnh đề kéo theo và mệnh đề đảo 


Ví dụ 3. Xét mệnh đề "Nếu An 
vượt đèn đỏ thì An vi phạm 
luật giao thông". 

Mệnh đề trên có dạng "Nếu P 
thì @" trong đó P là mệnh đề 
"An vượt đèn đỏ", @ là mệnh 
để "An vi phạm luật giao 
thông". Ta gọi đó là mệnh đề 
kóo theo. H 


Cho hai mệnh đê P và Q. Mệnh đê "Nếu P thì Q" được gọi là 
mệnh đề kéo theo và kí hiệu là P => O. Mệnh đề P > Q sai khi 
P đúng, Q sai và đúng trong các trường hợp còn lại. 


Tuỳ theo nội dung cụ thể, đôi khi người ta còn phát biểu mệnh đề P => @ 
là "P kéo theo @”" hay ”P suy ra @” hay "Vì P nên @”... 
Ta thường gặp các tình huống sau : 
— Cả hai mệnh đề P và Q đều đúng. Khi đó P => Q là mệnh đề đúng. 
— Mệnh đề P đúng và mệnh đề Q sai. Khi đó P > Q là mệnh đề sai. 
Ví dụ 4. Mệnh đề "Vì 50 chia hết cho 10 nên 50 chia hết cho 5" là mệnh đề 
đúng. Mệnh đề "Vì 2002 là số chắn nên 2002 chia hết cho 4" là mệnh đề sai. r] 
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2i Cho tứ giác ABCD. Xét mệnh đề P : "Tứ giác ABCD là hình chữ nhật" và mệnh 
đề Q : "Tứ giác ABCD có hai đường chéo bằng nhau" Hãy phát biểu mệnh đề 
P > Q eo nhiều cách khác nhau. 


Cho mệnh đề kéo theo P => Q. Mệnh đề Q > P được gọi là 


mệnh đề đảo của mệnh đề P > Q. 


Ví dụ 5. Cho tam giác ABC. Mệnh đề đảo của mệnh đề "Nếu tam giác ABC là 
tam giác đều thì nó là tam giác cân" là mệnh đề "Nếu tam giác ABC là tam 
giác cân thì nó là tam giác đều". 


Mệnh đề tương đương 


Ví dụ 6. Cho tam giác ABC. Xét mệnh đề P : "Tam giác ABC là tam giác cân" 
và mệnh đề Q : "Tam giác ABC có hai đường trung tuyến bằng nhau". Mệnh đề # : 
"Tam giác ABC là tam giác cân nếu tam giác đó có hai đường trung tuyến bằng 
nhau và ngược lại" còn có thể phát biểu là : "Tam giác ABC là tam giác cân nếu 
và chỉ nếu tam giác đó có hai đường trung tuyến bằng nhau", mệnh đề đó có 
dạng "P nếu và chỉ nếu @". Ta gọi 8 là một mệnh đề tương đương. H 
Cho hai mệnh đề P và Q. Mệnh đề có dạng ”P nếu và chỉ nếu Q” 
được gọi là mệnh đề tương đương và kí hiệu là P © O. 
Mệnh đề P © Q đứng khi cả hai mệnh đề kéo theo P > Q và 
Q=P đều đúng và sai trong các trường hợp còn lại. 
Đôi khi, người ta còn phát biểu mệnh đề P © Q là "P khi và chỉ khi @". 
Mệnh đê P <© Q đúng nếu cả hai mệnh đề P và Q cùng đúng hoặc 


cùng sai. Khi đó, ta nói rằng hai mệnh đề P và Q tương đương 
với nhau. 


H3 
a) Cho tam giác ABC. Mệnh đề "Iam giác ABC là một tam giác có ba góc bằng nhau 
nếu và chỈ nếu tam giác đó có ba cạnh bằng nhau” là mệnh đề gì ? Mệnh đề đó 
đúng hay sai ? 
b) Xét các mệnh đề P - "36 chia hết cho 4 và chia hết cho 3"; 

@: "36 chia hết cho 12”. 
j) Phát biểu mệnh đề P > Q, O > P và P © Q. 
ij Xét tính đúng - sai của mệnh đề P © Q 


Š. 


Khái niệm mệnh đề chứa biến 

Ví dụ 7. Xét các câu sau đây. 

(1)"n chia hết cho 3", (với ø là số tự nhiên). 

(2)"y>x +3", (với x và y là hai số thực). 

Mỗi câu trên đều là một câu khẳng định chứa một hay nhiều biến nhận giá trị 
trong một tập hợp Xnào đó. Tính đúng - sai của chúng tuỳ thuộc vào giá trị cụ 
thể của các biến đó. Nếu cho các biến những giá trị cụ thể trong tập X thì ta 
được những mệnh đề. Chẳng hạn, nếu kí hiệu câu (I) là PŒ) thì P(6) là 
"6 chia hết cho 3", đó là mệnh đề đúng ; nếu kí hiệu câu (2) là Ó(x ; y) 
thì Ó(1 ; 2) là "2 >1 + 3", đó là mệnh đề sai. ImÌ 
Các câu kiểu như câu (1) và câu (2) được gọi là những mệnh đề chứa biến. 
Cho mệnh đề chứa biến P(v): "x >x”" với x là số thực. Hỏi mỗi mệnh đề P(@2) 
và P (;) đúng hay sai 2 


Các kí hiệu V và 3 
a) Kí hiệu V 
Cho mệnh đề chứa biến P(x) với x e X. Khi đó khẳng định 

"Với mọi x thuộc X,P(x) đúng" (hay "P(y) đúng với mọi v thuộc X")  (l) 
là một mệnh đề. Mệnh đề này đúng nếu với xạ bất kì thuộc X, P(xạ) là mệnh đề 
đúng. Mệnh đề này sai nếu có xạ e X sao cho (xạ) là mệnh đề sai. 


Mệnh đề (1) được kí hiệu là 
"VreX, P(x)" hoặc "VveX: P(x)". 


Kí hiệu V đọc là "với mọi". 

Ví dụ 8 

a) Cho mệnh đề chứa biến P(v) : "x”-2x+2>0" với x là số thực. Khi đó 

VxeT®, P(x)" đúng vì với bất kì x e JR ta đều có 
x2-2x+2=(x-1)2+1>0. 

b) Cho mệnh đề chứa biến (n0) : "2" +1 là số nguyên tố" với ø là số tự nhiên. 

Khi đó, mệnh đề "V„ e Ñ, P(m)" sai vì với n = 3 thì P@) : "23 + | là số 

nguyên tố” là mệnh đề sai. n 


mệnh đề 


[H5] Cho mệnh đề chứa biến Pạ): "nại +1) là số lễ" với n là số nguyên. Phát biểu 
mệnh đề "tí e Z, P(n)". Mệnh đề này đúng hay sai ? 


b) Kí hiệu 3 
Cho mệnh đề chứa biến P(x) với xe X. Khi đó, khẳng định 

""Tồn tại x thuộc Xđể P(x) đúng" (2) 
là một mệnh để. Mệnh đề này đúng nếu cố xụcX để (xạ) là mệnh để 
đáng. Mệnh đề này sai nếu với xạ bất kì thuộc X, P(xạ) là mệnh đề sai (nói 
cách khác là không có aạ nào thuộc Xđể P(xạ) là mệnh đề đúng). 


Mệnh đề (2) được kí hiệu là 

"3v 6X, P(x)" hoặc "3v e X: P(x)". 
Kí hiệu 3 đọc là "tồn tại". 
Ví dụ 9 
a) Cho mệnh đề chứa biến P(n) : "2”+l chia hết cho n" với n là số tự nhiên. 
Khi đó, mệnh đề "3u c Ñ, P(n) " đúng vì với n= 3 thì P(3) : " 2+1 chỉa hết 
cho 3" là mệnh đề đúng. 
) Cho mệnh đề chứa biến P(+x) : "(v— D2 <0" với x là số thực. Khi đó, mệnh đề 
"3y e IR, P0" là mệnh đề sai vì với bất kì xạ e IR, ta đều có (xạ — U >0. ImỊ 


H6| Cho mệnh đề chứa biến O() : "2"—1 là số nguyên tố" với n là số nguyên 
dương. Phát biểu mệnh đề "3n e Ñ*, O(n)". Mệnh đề này đúng hay sai ? 


Mệnh đề phủ định của mệnh đề có chứa kí hiệu V,„ 3 
Ví dụ 10. Mệnh đề phủ định của mệnh đẻ "Với mọi số tự nhiên ø, 2” +1 là số 


nguyên tố" là "Iồn tại số tự nhiên z để 3P vrỊ không phải là số nguyên tố". 
Cho mệnh đề chứa biến P( với x  X. Mệnh đề phủ định của 
mệnh đề "Vx e X, P()" là 
"3y c X. PO)". 
Ví dụ 11. Mệnh đề phủ định của mệnh đề "Trong lớp em có bạn không thích 
môn Toán" là "Tất cả các bạn trong lớp em đều thích môn Toán". H 
Cho mệnh đề chúa biến P(0 với x e X. Mệnh đề phủ định của 
mệnh đề "3x e X, P(9)" là 
"VxeX, P(x)". 


H7| Nêu mệnh đề phủ định của mệnh đề "Tất cả các bạn trong lớp em đều có 
máy tính”. 


Gâu húi và hài tập 
Trong các câu dưới đây, câu nào là mệnh đề, câu nào không phải là mệnh đề 2 
Nếu là mệnh đề thì em hãy cho biết nó đúng hay sai. 
a) Hãy đi nhanh lên!; b)5+7+4= 15; ©) Năm 2002 là năm nhuận. 
Nêu mệnh đề phủ định của mỗi mệnh đề sau và xác định xem mệnh đề phủ 
định đó đúng hay sai. 
a) Phương trình x"-3x+2=0 có nghiệm. 
b)2!' ~ 1 chia hết cho 11. 
c) Có vô số số nguyên tố. 
Cho tứ giác ABCD. Xét hai mệnh đề : 
P: "Tứ giác ABC'D là hình vuông”, 
O@: "Tứ giác ABC?D là hình chữ nhật có hai đường chéo vuông góc”. 


Phát biểu mệnh đề P <> @ bằng hai cách và cho biết mệnh đề đó đúng 
hay sai. 


Cho mệnh đề chứa biến P(0) : "#ˆ ~ 1 chia hết cho 4" với ø là số nguyên. Xét 
xem mỗi mệnh đề (5) và P(2) đúng hay sai. 
Nêu mệnh đề phủ định của mỗi mệnh đề sau : 


a)Vne N, nˆ— 11à bội của 3 ; b) VxeR, Xˆ=z wil 0; 


e) 1v e Q, =3 ầ đ) 3m e Ñ, 2” + [ là số nguyên tố ; 


e)VneNÑ,2">m+2. 


Q 0áó,„ 
ưà ` 


CÁC SỐ PHÉC-MA 


Các số r„ =2” +I được gọi là các số Phéc-ma. Mệnh đề r : "vu e N, 2” +I là số 


nguyên tố" do nhà toán học lỗi lạc Phéc-ma (P. Femat, 1601 - 1665) nêu ra khi ông 
nhận xét thấy các số Zạ = 3, # = 5, F; = I7, F; = 257, F, = 65 537 đều là số nguyên tố. 
Nhà toán học thiên tài Ơ+le (L. Euler, 1707 - 1783) đã chứng tổ mệnh đề Z sai bằng 
cách chỉ ra với ¡ = 5 ta có T;= 23 +I = 4294 967 297 = 641 x 6 700 417 chia hết cho 641, 
không phải là số nguyên tố. 


⁄ CC — 


ÁP DỤNG MỆNH ĐỀ VÀO 
SUY LUẬN TOÁN HỌC. 


Định lí và chứng minh định lí 


Ví dụ 1. Xét định lí "Nếu ø là số tự nhiên lẻ thì nẺ— 1 chia hết cho 4". 
Định lí này được hiểu một cách đầy đủ là "Với mọi số tự nhiên ø, nếu ø là số 
lẻ thì ø”~ 1 chia hết cho 4”. 


Trong toán học, định lí là một mệnh đề đúng. Nhiều định lí được 
phát biểu dưới dạng 


"Vx e X, P(0 > QC0", đ) 
trong đó P(v và Q(%) là những mệnh đề chứa biến, X là một tập 
hợp nào đó. 

Chứng mình định lí dạng (1) là dùng suy luận và những kiến thức 
đã biết để khẳng định rằng mệnh đề (1) là đúng, tức là cần chứng 
tổ rằng với mọi x thuộc X mà P(x) đúng thì Q(x) đúng. 


Có thể chứng minh định lí dạng (1) một cách trực tiếp hoặc gián tiếp. 

+ Phép chứng minh trực tiếp gồm các bước sau : 

— Lấy x tuỳ ý thuộc Xmà P(+v) đúng ; 

~ Dùng suy luận và những kiến thức toán học đã biết để chỉ ra rằng Ø(x) đúng. 
Ví dụ 2. Hãy chứng minh trực tiếp định lí nêu ở ví dụ 1. 

Chứng mỉnh. Cho n là số tự nhiên lẻ tuỳ ý. Khi đó, „ = 2k + 1.ke€N. 
Suy ra nỄ— 1= 4#” + 4k + 1— 1= 4k( + 1) chia hết cho 4. n 


Đôi khi việc chứng minh trực tiếp một định lí gặp khó khăn. Khi đó, ta dùng 
cách chứng minh gián tiếp. Một cách chứng minh gián tiếp hay được dùng là 
chứng minh bằng phản chứng. 


» Phếp chứng minh phần chứng gồm các bước sau : 


— Giả sử tồn tại xạ thuộc Xsao cho P(xạ) đúng và Q() sai, tức là mệnh đề (1) 
là mệnh đề sai ; 


~ Dùng suy luận và những kiến thức toán học đã biết để đi đến mâu thuẫn. 


Ví dụ 3. Chứng mỉnh bằng phản chứng định lí "Trong mặt phẳng, cho hai 
đường thẳng ø và b song song với nhau. Khi đó, mọi đường thẳng cất z thì 
phải cắt b". 


Chứng mình. Giả sử tốn tại đường thẳng e cắt ø nhưng song song với b. Gọi M 
à giao điểm của ø và c. Khi đó, qua ÉM có hai đường thẳng zø và c phân biệt 
cùng song song với b. Điều này mâu thuẫn với tiên đề Ơ-clít. n 


H1| Chứng minh bằng phản chứng định Ií "Với mọi số tự nhiên n, nếu 3n + 2 là số lẻ 
thì n là số lé" 


Điều kiện cần, điều kiện đủ 
Cho định lí dưới dạng 
"ÿy e X,P(x) = OQ)". q@) 
P(0 được gọi là giả thiết và QC0 là kết luận của định lí. 


Định lí dạng (1) còn được phát biểu : 

P() là điều kiện đủ để có Q(*) 
hoặc 

@(v) là điều kiện cần để có P(v). 
Ví dụ 4. Xét định lí "Với mọi số tự nhiên n, nếu n0 chia hết cho 24 thì nó chia 
hết cho 8”. 
Khi đó, ta nói "ø chia hết cho 24 là điều kiện đủ để ø chia hết cho 8" hoặc 
cũng nói "„ chia hết cho 8 là điều kiện cần để 0 chia hết cho 24”. n 


H2| Định fí trong ví dụ 4 có dạng "Vn e Ñ, P(n) — O(n)". Hãy phát biểu hai mệnh đề 
chứa biến P() và O(n). 


Định lí đảo, điều kiện cần và đủ 
Xét mệnh đề đảo của định lí dạng (1) 

"Vx e X.Q() >P@)". (2) 
Mệnh đề (2) có thể đúng, có thể sai. Nếu mệnh đề (2) đúng thì nó được gọi là 
định lí đảo của định lí dạng (1). Lúc đó định lí dạng (1) sẽ được gọi là định lí 
thuận. Định lí thuận và đảo có thể viết gộp thành một định lí 

"Wxe X, P(x) © Ø0)". 
Khi đó, ta nói 

P(v) là điều kiện cần và đủ để có O(Y). 
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" 


Ngoài ra, ta còn nói "P(v) nếu và chỉ nếu @(+)" hoặc "P(+) khi và chỉ khi 
Ø(" hoặc "Điều kiện cần và đủ để có P(v) là có Ø()". 


Hạ] Xét định lí "Với mọi số nguyên dương n, u không chia hết cho 3 khi và chỉ khi 
nỀ chia cho 3 dự 1" 
Sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần và đủ" để phát biểu định lí trên. 


Câu hủi và bài tập 
Phát biểu mệnh đề đảo của định lí "Trong một tam giác cân, hai đường cao ứng 
với hai cạnh bên thì bằng nhau". Mệnh đề đảo đó đúng hay sai 2 
Chứng minh định lí sau bằng phản chứng : 
"Nếu a, b là hai số dương. thì ø+b > 2Núb N 
Sử dụng thuật ngữ "điều kiện đủ" để phát biểu định Ií "Nếu ø và b là hai số hữu 
t thì tổng a+ b cũng là số hữu tỉ". 


Sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần" để phát biểu định lí "Nếu một số tự nhiên 
chia hết cho 15 thì nó chia hết cho 5". 


Sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần và đủ" để phát biểu định lí "Một tứ giác nội tiếp 


được trong một đường tròn khi và chỉ khi tổng hai góc đối diện của nó là 180". 


Chứng minh định lí sau bằng phản chứng : 


"Nếu ø là số tự nhiên và ø“ chia hết cho 5 thì ø chia hết cho 5". 


ĐÔI NÉT VỀ GIOÓC-GIƠ BUN 
NGƯỜI SÁNG LẬP RA LÔGIC TOÁN 


Gioóc-giơ Bun sinh ngày 2-11-1815 ở Luân Đôn. Ông là con trai một nhà bán tạp hoá 
nhỏ. Vì nhà nghèo nên từ năm 16 tuổi ông đã phải tìm việc làm để kiếm tiền đỡ đần 
cha mẹ. Ông bắt đầu dạy học từ khi đó. Năm 20 tuổi, ông mở một trường tư ở quê 
nhà. Vừa cặm cụi dạy học, ông vừa ra sức tự học, tích luy vốn kiến thức toán học. 


Giooc-giơ Bun 
(George Boole, 1815 — 1864) 


Hoàn toàn bằng các kiến thức tự học, ông đã bắt tay vào 
nghiên cứu với một niềm say mê lớn lao trong hoàn cảnh kinh 
tế khó khăn thiếu thốn. Với năng khiếu, sự thông minh và 
niềm say mê toán học, ông đã đạt được một số kết quả và bắt 
đầu nổi tiếng nhờ những công trình của mình như : "Giải tích 
toán học của lôgic", "Các định luật của tư duy". Nhờ đó, ông 
được bổ nhiệm làm Giáo sư toán của trường Nữ hoàng ở Ai-len 
(Ireland) từ năm 1849 cho đến cuối đời. Một điều khá thú vị là 
người con gái của ông chính là nữ văn sĩ Ê-ten Bun (Eten Boole), 
tác giả của cuốn tiểu thuyết "Ruồi trâu" rất nổi tiếng. 

Ông mất ngày 8-12-1864, thọ 49 tuổi. Cuộc đời và sự nghiệp 


của ông là một tấm gương sáng đáng để chúng ta noi theo về tinh thần khắc phục khó 
khăn, lao động cần cù, kiên nhẫn học tập và say mê nghiên cứu, sáng tạo. 


Luyện tận 


12. Điền dấu "x" vào ô thích hợp trong bảng sau : 


Câu 


Không là mệnh đề | Mệnh đề đúng | Mệnh đề sai 


2~ 1 chia hết cho 5. 


153 là số nguyên tố. 


Cấm đá bóng ở đây ! 


Đạn có máy tính không 2 


13. Nêu mệnh đề phủ định của mỗi mệnh đề sau : 


a) Tứ giác ABCD đã cho là một hình chữ nhật ; 
) 0801 là số chính phương. 


14. Cho tứ giác ABCD. Xét hai mệnh đề 
P: "Tứ giác ABCD có tổng hai góc đối là 180" ; 


Q: "Tứ giác ABCD là tứ giác nội tiếp". 


Hãy phát biểu mệnh đề P => @ và cho biết mệnh để này đúng hay sai. 


15. Xét hai mệnh đề 


16 


17 


18, 


19 


P: "4686 chia hết cho 6"; @ : "4686 chia hết cho 4". 

Hãy phát biểu mệnh đề P = @ và cho biết mệnh đề này đúng hay sai. 

Cho tam giác ABC. Xét mệnh đề "Tam giác ABC là tam giác vuông tại A nếu 
và chỉ nếu AB? + AC? = BC ”" 
nêu mệnh đề P và mệnh đề Ó. 


. Khi viết mệnh đề này dưới dạng P <> Q, hãy 


Cho mệnh đề chứa biến P(n) : "nu = nể" với n là số nguyên. Điển dấu "x" vào ô 
vuông thích hợp. 


a) P(0) Đúng LÌ Sai LÍ 
b) Pq) Đứng] iƑ ] 
©)P() Đúng, Sai 
d)P(-1) Đúng, Sai 
e) 3n € Z, P(n) Đúng, lRi| Sai II 
Ø8) Vn€ 7, P(n) Đúng, [] Sai [] 


Nêu mệnh đề phủ định của mỗi mệnh đề sau : 


a) Mọi học sinh trong lớp em đều thích môn Toán ; 
b) Có một học sinh trong lớp em chưa biết sử dụng máy tính ; 


e) Mọi học sinh trong lớp em đều biết đá bóng ; 


đ) Có một học sinh trong lớp em chưa bao giờ được tắm biển. 


Xác định xem các mệnh đề sau đây đúng hay sai và nêu mệnh đề phủ định của 
mỗi mệnh đề đó : 


a) 3v 6lR,x =1; 
b) 3n € Ñ, nín + 1) là một số chính phương ; 
e)VxelR,(+x- 1 #x-l; 


dđVneNÑ, n+1 không chia hết cho 4. 


20. Chọn phương án trả lời đúng trong các phương án đã cho sau đây. 
Mệnh đề "3v e ]R, v7 = 2" khẳng định rằng : 
(A) Bình phương của mỗi số thực bằng 2. 
(B)_ Có ít nhất một số thực mà bình phương của nó bằng 2. 
(Œ)_ Chỉ có một số thực có bình phương bằng, 2. 
(D) Nếu x là một số thực thì x7 = 2. 

21. Kí hiệu XIà tập hợp các cầu thủ x trong đội tuyển bóng rổ, P(x) là mệnh đề 
chứa biến "x cao trên 180 em". 
Chọn phương án trả lời đúng trong các phương án đã cho sau đây. 
Mệnh đề "Wx e X, P(x)" khẳng định rằng : 
(A) Mọi cầu thủ trong đội tuyển bóng rổ đều cao trên I80 em. 


(B) Trong số các cầu thủ của đội tuyển bóng rổ có một số cầu thủ cao trên 
180 em. 


(€) Bất cứ ai cao trên 180 em đều là cầu thủ của đội tuyển bóng rổ. 


(Ð) €6 một số người cao trên 180 em là cầu thủ của đội tuyển bóng rổ. 


TẬP HỢP VÀ CÁC PHÉP TOÁN 
§ 'TRÊN TẬP HỢP 


1. Tập hợp 


lÓ) lớp dưới, chúng ta đã làm quen với khái niệm tập hợp. Nhớ lại rằng, 

Táp hợp là một khái niệm cơ bản của toán học. Ta hiểu khái niệm tập hợp qua 
các ví dụ như : Tập hợp tất cả các học sinh lớp 10 của trường em, tập hợp các 
số nguyên tố,.... Thông thường, mỗi tập hợp gồm các phần tử cùng có chung, 


một hay một vài tính chất nào đó. 


l5 


Nếu z là phần tử của tập hợp X. ta viết ø e X (đọc là : z thuộc X). Nếu a không, 
phải là phần tử của X, ta viết a # X(đọc là : a không thuộc X). Để cho gọn, đôi 


khi "tập hợp" sẽ được gọi tắt là "tập". 


[a thường cho một tập hợp bằng hai cách sau đây. 
1) Liệt kê các phân tử của tập hợp. 


H1| viết tập hợp tất cả các chữ cái có mặt trong dòng chữ "Không có gì quý hơn 
độc lập tự do". 


2) Chỉ rõ các tính chất đặc trưng cho các phần tử của tập hợp. 
H2 
a) Xét tập hợp A = [n e Ñ| 3 <» < 20}. Hãy viết tập A bằng cách liệt kê các phần tử 


của nó. 
b) Cho tập hợp B= {-15 ; 10; -5; 0; 5; 10; 15. Hãy viết tập 8 bằng cách chỉ rõ các 
tính chất đặc trưng cho các phần tử của nó. 


Nói chung, khi nói đến tập hợp là nói đến các phần tử của nó. Tuy nhiên, 
người ta cũng xét cả tập hợp không chứa phần tử nào. Tập hợp như vậy gọi là 
tập rồng và được kí hiệu là Ø. 


Tập con và tập hợp bằng nhau 
a) Tập con 


Tập A được gọi là tập con của tập B và kí hiệu là A C B nến mọi 


phần tử của tập A đều là phân tử của tập B. 


ACB<>(Vy,ve A—>xec8). 


Nếu AC B thì ta còn nói tập A bị chứa trong tập B hay tập B chứa tập A và còn 

viết là BA. 

"Từ định nghĩa tập con, dễ thấy tính chất bắc cầu sau 
(AcBvàBcC)>(Ac(C). 

Cũng dễ thấy mỗi tập hợp là tập con của chính nó. 


Người ta coi Ø là tập con của mọi tập hợp, tức là Ø C A với mọi tập A. 


Hạị Cho hai tập hợp A = {n e N| n chia hết cho 6} và B = {n e N | n chía hết 
cho 12}. Hỏi A c B hay BC A ? 


b) Tập hợp bằng nhau 


là A= Bnếnu 


mỗi phân tử của A là một phân tử của B và mỗi phân tử của B 


Hai tập hợp A và B được gọi là bằng nhau và k 


cũng là một phần tử của A. 
Từ định nghĩa này, ta có 
A=B<€.(ACBvàBC A). 


Hai tập hợp A và B8 không bằng nhau (hay khác nhau) được kí hiệu là A # Ö. 
Như vậy, lai tập hợp A và B khác nhau nếu có Imột phân tử của 4 không, là 
phần tử của B hoặc có một phần tử của 8 không là phần tử của A. 


Xét định lí "Trong mặt phẳng, tập hợp các điểm cách đều hai mút của một 
đoạn thẳng là đường trung trực của đoạn thẳng đó". 

Đây có phải là bài toán chứng minh hai tập hợp bằng nhau không ? Nếu có, hãy nêu 
hai tập hợp đó. 

e) Biểu đồ Ven 

Các tập hợp có thể được minh hoạ trực quan bằng hình 

vẽ nhờ biểu đồ Ven do nhà toán học người Anh Giôn B 
Ven (John Venn) lần đầu tiên đưa ra vào năm 1881. 
Trong biển đồ Ven, người ta dùng những hình giới hạn 

bởi một đường khép kín để biểu diễn tập hợp. 

Chẳng hạn, hình 1.1 thể hiện tập 4 là tập con của tập B. Hình LI 


Ví dụ 1. Chúng ta đã biết tập hợp số nguyên dương, NỈ tập hợp số tự nhiên ï, 
tập hợp số nguyên Z, tập hợp số hữu tỉ @ và tập hợp số thực IR. 


cCNcZcỌcR. 


Vẽ biểu đồ Ven mô tả các quan hệ trên. 


Ta có các quan hệ sau 


3. 


Một số các tập con của tập hợp số thực 


“Trong các chương sau, ta thường sử dụng các tập con sau đây của tập số thực IR. 


Tên gọi và kí hiệu Tập hợp 


Biểu diễn trên trục số 
(phần không bị gạch chéo) 


Tập số thực œ;+ø) |Ig 


Đoạn [z ; b] xelRlas<x<b} 
Khoảng (ø ; b) AxelRla<x<b} 
Nửa khoảng [ø ; b) xelR|la<x<b} 
Nửa khoảng (z ; b] xelBla<x<b} 
Nửa khoảng (—ø ; z] xeRlx<al 
Nửa khoảng [đ ; +) xeRlx>a} 
Khoảng (—ø ; đ) xeRlx<a} 
Khoảng (ø ; +) xeRlx>al 


Trong các kí hiệu trên, kí hiệu —œ đọc là âm vô cực, kí hiệu +œ đọc là dương, 


vô cực ; z và b được gọi là các đầu mút của đoạn, 


khoảng hay nửa khoảng. 


Hãy ghép mỗi ý ở cột trái với một ý ở cột phải có cùng một nội dung thành cặp. 


a)x[l; 5]; l)l<x<5; 
b)ve(1;5]; 2)x<5; 
e)xc€[Š; +); 3)x>95; 
đ)xe(C;5); 4)1<x45; 
3)l<x<5 


4. 


Các phép toán trên tập hợp 
a) Phép hợp 


Hợp của hai tập hợp A và B, kí hiệu là A /B, là tập hợp bao 


gốm tất cả các phân tử thuộc A hoặc thuộc B. 


4UB= w€A hoặc xe ðB}. 


Trên biểu đồ Ven (h.1.2), phần gạch chéo biểu 
diễn hợp của hai tập hợp A và B. 


Ví dụ 2. Cho đoạn A = [—2; 1l] và khoảng B= (1; 3). 
Ta có Hình 1.2 


At/B=[-2;3) n 


Giao của hai tập hợp A và B, kí hiệu là A © B, là tập hợp bao 


b) Phép giao 
gồm tất cả các phần rử thuộc cả A và B. 


4na8B=tx|xeA và ve} 


Trên biểu đổ Ven (h.I.3), phần gạch chéo biểu Z7 
⁄Z 


diễn giao của hai tập hợp A và B. 


Nếu hai tập hợp A và B không có phần tử chung, 
nghĩa là A a B = Ø thì ta gọi A và B là hai tập 
hợp rời nhau. Hành 1.3 


Ví dụ 3. Cho nửa khoảng A = (0; 2] và đoạn B = [1 ; 4]. Ta có 
AnaB-[1I;2I. n 


H7| Gọi A là tập hợp các học sinh giỏi Toán của trường em, B là tập hợp các học 
sinh giỏi Văn của trường em. Hãy mô tả hai tập A v2 B và A ¬ B. 


c) Phép lấy phần bù 


Cho A là tập con của tập E. Phần bù của A trong E, kí hiệu là Gczat b 
là tập hợp tất cả các phân tử của E mà không là phân tử của A. 


(1)C là chữ đâu tiên của từ tiếng Anh "eomplenent" có nghĩa phần bù, bổ sung 
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Trên biểu đồ Ven (h.1.4), phần gạch chéo biểu diễn 

phần bù của tập A trong £. 

Ví dụ 4. Phần bù của tập các số tự nhiên trong tập các ®“ 
số nguyên là tập các số nguyên âm. Phần bù của tập 2 


các số lẻ trong tập các số nguyên là tập các số chẩn. [1 


a) Phân bù của tập số hữu tỉ Q trong 1 là tập nào ? Hình 14 


b) Giả sử A là tập hợp các học sinh nam trong lớp em, B là tập hợp các học sinh 
trong lớp em và D là tập hợp các học sinh nam trong trường em. Hãy mô tả các tập 
hợp: CsA ; CụA. 


CHÚ Ý 


Với hai tập hợp A. B bất kì, người ta còn xét hiệu của hai tập hợp 
A và B. 


| Hiệu của hai tập hợp A và B, kí hiệu là A \B, là tập hợp bao 
gốm tất cả các phân tử thuộc A nhưng không thuộc B. 


4XB=lx|xeA và xe. 


Trên biểu đồ Ven (h.1.5), phần gạch chéo biểu diễn 
hiệu của hai tập A và B. 


Ví dụ §. Cho nửa khoảng A = (1 ; 3] và đoạn B = [2 ; 4]. 
Khi đó, AB = (1 ; 2). 7 


'Từ định nghĩa ta thấy, nếu A C E thì 


CzA= E\A. 


Hình L5 


Gâu húi và hài tận 
Viết mỗi tập hợp sau bằng cách liệt kê các phần tử của nó : 
a)A= [xe R|(2x=x2(2vŸ— 3v = 2) = 0] ; 


b)B= [n e Ñ*|3 <n” < 30]. 


Viết mỗi tập hợp sau bằng cách chỉ rõ các tính chất đặc trưng cho các phần tử 
của nó : 


30. 


tr 
s 


)A={2;3;5;71; 
€©)C=t{-5;0;5;10; 15}. 


- Xét xem hai tập hợp sau có bằng nhau 
A=lxeR|Œ- D@œ- 2)&- 


b)B={-3;-2;-1;0;1;2;3]; 


không : 
3)=0} vàB= {5;3; 1}. 


.- Giả sửA= {2;4;6},B= {2;6},C={4;6} và D= {4:6 ; 8}. Hãy xác 


định xem tập nào là tập con của tập nào. 


. Cho A là tập hợp các học sinh lớp 10 đang học ở trường em và B là tập hợp 


các học sinh đang học môn Tiếng Anl 
các tập hợp sau : 


a)AnB; b)AXB; 


„ Gọi A, B, C, D, E và F lần lượt là tậ 


thang, tập hợp các hình bình hành, tập 
thoi và tập hợp các hình vuông. Hỏi tậi 
đạt bằng lời tập D ¬ E. 


. ChoA=({1;3;5}vàB= {1;2;3 


h của trường em. Hãy diễn đạt bằng lời 


cẶÀA8B; ẲẰ5\A. 


hợp các tứ giác lồi, tập hợp các hình 
hợp các hình chữ nhật, tập hợp các hình 
p nào là tập con của tập nào ? Hãy diễn 


. Tìm hai tập hợp (AVB) 2 (B$4) và 


(A©7B)\(A 9®). Hai tập hợp nhận được là bằng nhau hay khác nhau ? 


„ Điền dấu "x" vào ô trống thích hợp. 


a)VxelR,xe(2,1;5,4)—=xe(2;5) Đúng LÌ Sai LÌ 
b) Vx elR,xe (2,1 ;5,4)=>x e (2:6) Đúng | | Sai[ | 
e)VxelR,-122<x<23=-lI<x<3 Đúng Sai 
d) Vxe R,-4,3<x<-3,2—=>-5 <x<-3 Đúng Sai 


Cho đoạn 4A = [—Š ; I] và khoảng 8= (-3 ; 2). Tìm A +2 B và A ¬B. 


Luyện tập 


. Xác định hai tập hợp A và B, biết rằng : 


AXB=1;5;7;8],BVA= {2; 10 và A^B= {3;6; 9). 


. ChoA={1;2;3;4;5;6;9)},B=({0;2;4;6;8; 9} và C={3;4;5;6; 7]. 


Hãy tìm A S (BV€) và (A4  B) VC. Hai tập hợp nhận được bằng nhau hay 
khác nhau ? 
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3. 


36. 


40. 


4I. 


2 


Cho A và ð là hai tập hợp. Dùng biểu đô Ven để kiểm nghiệm rằng : 
a)(AXB)CA;  b)A(\(BXA4)=Ø; ©)Av(B\4)=AUð. 


„ Cho A là tập hợp các số tự nhiên chấn không lớn hơn 10, 8= {ø e Ñ|n < 6} 


và C= {n e|4<n < 10}. Hãy tìm : 


a)A(BUC); b) 1X) 2(AX@)2(8V€). 
. Điền dấu "x" vào ô trống thích hợp. 

a)aC {a;b} Đúng Sai 

b) [a}C{a:b} Đúng | | - Sai[ ] 


Cho tập hợp A = {z;b;e; đ}. Liệt kê tất cả các tập con của A có : 
a) Ba phần tử ; b) Hai phần tử ; e) Không quá một phần tử. 


„ Cho hai đoạn A = [ø ; a +2] và 8 = [b ; b + 1]. Các số ø, b cần thoả mãn điều 


kiện gì để A ¬ 8# Ø ? 


. Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau : 


() @aR=Q; (Œ) Ñ*¬R=N*. 
(Œ ZCO =Q; (D) NUN*=Z. 


„ Cho hai nửa khoảng A = (I1 ; 0]và 8= [0 ; 1). Tìm At©2B,Aø B và C;A. 


ChoA= {neZln=2k,keZ2) ; 

B là tập hợp các số nguyên có chữ số tận cùng là 0, 2, 4, 6, 8 ; 
C=tlneZln=2k-2,ke7] ; 
D=tneZln= 3k +l, k €7}. 

Chứng minh rằng A = 8, A= Cvà A+#D. 


Cho hai nửa khoảng A = (0; 2], B = [1 : 4. Tìm C;(A ©2 8) và C;(A 5 B). 


„ Cho A= {a,b,c},B= {b,e, đì,C = {b,e, e}. 


Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau : 
(A)AU(Bn(Œ)=(AUB)nC; (BAU2(Bn(€)=(AU2B)n(AU2C€); 
(Ø (AUOB)n¬€C=(A©B)m(A+2C€); (D)(AnaB)U2€C=(AUB)nC. 


TIỂU SỬ NHÀ TOÁN HỌC CAN-TO 


Can-to sinh ngày 3-3-1845 tại Xanh Pê-tec-bua trong một gia 
đình có bố là một thương gia, mẹ là một nghệ sĩ. Tài năng và 
lòng say mê toán học của ông hình thành rất sớm. Sau khi tốt 
nghiệp phổ thông một cách xuất sắc, ông ôm ấp hoài bão đi 
sâu vào toán học. Bố của õng muốn ông trở thành một kĩ sư 
vì nghề này kiếm được nhiều tiền hơn. Nhưng ông đã quyết 
tâm học sâu về toán và cuối cùng, ông thuyết phục được cha 
bằng lòng cho ông theo học ngành Toán. Ông viết thư cho 


Ghê-oỏc Can-to 
(Georg Carnlor, 1845 — 1918) 


cha đại ý như sau : "Con rất sung sướng vì cha đã đồng ý cho 
con theo đuổi hoài bão của con. Tâm hồn con, cơ thể con 
sống theo hoài bão ấy". Ông bảo vệ luận án Tiến sĩ tại trường đại học Bec-lin vào 
năm 1867. Từ năm 1869 đến 1905, ông dạy ở trường đại học Ha-lơ (Halle). Ông là 
người sáng lập nên lí thuyết tập hợp. Ngay sau khi ra đời, lí thuyết tập hợp đã là cơ 
sổ cho một cuộc cách mạng trong viết sách và giảng dạy toán. Những công trình 
toán học của ông đã để lại dấu ấn sâu sắc cho các thế hệ các nhà toán học lớp sau. 
Năm 1925, Hin-be (D. Hilbert), nhà toán học lỗi lạc của thế kỉ XX đã viết : "Tôi đã 
tìm thấy trong các công trình của ông vẻ đẹp của hoa và tí tuệ. Tôi nghĩ rằng đó là 
đỉnh cao của hoạt động trí tuệ của con người". Từ năm 40 tuổi, tuy có những thời kì 
đau ốm phải nằm viện nhưng ông vẫn không ngừng sáng tạo. Một trong những 
công trình quan trọng của ông đã được hoàn thành trong khoảng thời gian giữa hai 
cơn đau. Ông mất ngày 6-1-1918 tại một bệnh viện ở Ha-lơ, thọ 73 tuổi. 
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SỐ GẦN ĐÚNG VÀ SAI SỐ 


Số gần đúng 
“Sao. “8ludu dạ cán đàn, 
Trong nhiều trường hợp, ta không của đàm -\ (/f25,35 em. 


biết được giá trị đúng của đại lượng 
ta đang quan tâm mà chỉ biết giá trị 
gần đúng của nó. Cả hai kết quả đo 
chiều dài chiếc bàn ở hình bên chỉ là 
các giá trị gần đúng với chiều dài 
thực của chiếc bàn. 


Theo Tổng cục Thống kê, dân số nước ta tại thời điểm ngày 1-4-2003 là 80 902.4 
nghìn người, trong đó số nam là 39 755.4 nghìn người, số nữ là 41 147.0 nghìn người ; 
thành thị cô 20 869,5 nghìn người và nông thôn có 60 032.9 nghỉn người. 

Hỏi các số liệu nói trên là số đúng hay số gần đúng ? 

Sai số tuyệt đối và sai số tương đối 

a) Sai số tuyệt đối 


Giả sử Œ là giá trị đúng của một đại lượng và a là giá trị gần đúng 
của a. Giá trị |[đ — a| phản ánh mức độ sai lệch giữa a và a.Ta gọi 


|# ~ a| là sai số tuyệt đối của số gân đúng a và kí hiệ ulà A,„ tức là 
A„=|=al. 
Trên thực tế, nhiều khi ta không biết # nên không thể tính được chính xác A„,. 
Tuy nhiên, ta có thể đánh giá được A„ không vượt quá một số dương ¿ nào đó. 
Ví dụ 1. Giả sử đ = 42 và một giá trị gần đúng của nó là ø= 1.41. Ta có : 
(141 = 1,9881<2—>1,41< A42 =A2-141>0; 
(142ÿ = 2,0164 >2 = 1,42 > 42 = A2 - 1,41 < 0,01. 
Do đó 
A,=|a~a|=|V2-1,41|< 0,01. 
Vậy sai số tuyệt đối của I,41 không vượt quá 0,01. lmÌ 


Nếu A„< dthì a- đ< #<a+d. Khi đó, ta quy ước viết 
a =a+d. 

Như vậy, khi viết # = a + d, ta hiểu số đúng # nằm trong đoạn [ø- đ ; a+ đ]. 

Bởi vậy, đ càng nhỏ thì độ sai lệch của số gần đúng øz so với số đúng đ càng, 

ít. Thành thử d được gọi là độ chính xác của số gần đúng. 


H2| Kết quá do chiều dài một cây cầu được ghi là 152 m + 0.2m. Điều đó có nghĩa 
như thố nào 2 


b) Sai số tương đối 


Ví dụ 2. Kết quả đo chiều cao một ngôi nhà được ghi là 5,2m +0, m. 

Ta muốn so sánh độ chính xác của phép đo này với phép đo chiều dài cây cầu 
nói trong [Ha]. 

“Thoạt nhìn, ta thấy dường như phép đo này có độ chính xác cao hơn phép đo 
xét trong, [H2]. H 


Để so sánh độ chính xác của hai phép đo đạc hay tính toán, người ta đưa ra 
khái niệm sai số tương đối. 


Sai số tương đối của số gần đúng a, kí hiệu là ổ, 


„ là tỉ số giữa 


sai số tuyệt đối và lal, tức là 


Nếu đ =ø+ dthì A„< d.Do đó ð, kề, 


HỆ 


Nếu bị càng nhỏ thì chất lượng của phép đo đạc hay tính toán càng cao. 
la 


Người ta thường viết sai số tương đối dưới dạng phần trăm. 

« Trở lại ví dụ 2 ở trên, ta thấy : Trong phép đo chiều dài cây cầu thì sai số 
đt + 2 3 ghế NỈ, c2 

tương đối không vượt quá 18g) # 0,13%. Trong phép đo chiều cao ngôi nhà 


thì sai số tương đối không vượt quá : # 0,66%. 


Như vậy, phép đo chiều dài cây cầu có độ chính xác cao hơn. IM| 
liIE]| Số # được cho bởi giá trị gần đúng u = 5.7824 với sai số tương đối không vượt 
quá 0.5%. Hãy đánh giá sai số tuyệt đối của a. 
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Số quy tròn 

Trong thực tế đo đạc và tính toán, nhiều khi người ta chỉ cần biết giá trị gần 
đúng của một đại lượng với độ chính xác nào đó (kể cả khi có thể biết được 
giá trị đúng của nó). Khi đó để cho gọn, các số thường được 4wy fròn. 

Tuỳ mức độ cho phép, ta có thể quy tròn một số đến hàng đơn vị, hàng chục, 
hàng trăm, ... hay đến hàng phần chục, hàng phần trăm, hàng phần nghìn, ... 
(gọi là hàng quy tròn) theo nguyên tắc sau : 

+ Nếu chữ số ngay sau hàng quy tròn nhỏ hơn 5 thì ta chỉ việc thay thế chữ số 
đó và các chữ số bên phải nó bởi 0. 

+ Nếu chữ số ngay sau hàng quy tròn lớn hơn hay bằng 5 thì ta thay thế chữ số 
đó và các chữ số bên phải nó bởi 0 và cộng thêm một đơn vị vào chữ số ở 
hàng quy tròn. 

Ví dụ 3. Nếu quy tròn số 7216,4 đến hàng chục thì chữ số ở hàng quy tròn là l, 
chữ số ngay sau đó là 6 ; do 6 > 5 nên ta có số quy tròn là 7220. n 
Ví dụ 4. Nếu quy tròn số 2,654 đến hàng phần trăm (tức là chữ số thứ hai sau 
dấu phẩy) thì chữ số ngay sau hàng quy tròn là 4 ; do 4 < 5 nên số quy tròn 
là 2,65. n 
Ta thấy trong ví dụ 3 và ví dụ 4, sai số tuyệt đối lần lượt là 


J72164- 7220| =3,6<5; 
|2.654- 2,65|= 0,004 < 0,005. 
Nhận xét. Khi thay số đúng bởi số quy tròn đến một hàng nào đó thì sai số. 


tuyệt đối của số quy tròn không vượt quá nửa đơn vị của hàng quy tròn. 
Như vậy, độ chính xác của số quy tròn bằng nửa đơn vị của hàng quy tròn. 


H4| Quy tròn số 7216.4 đến hàng đơn vị, số 2,654 đến hàng phần chục rồi tính sai 
số tuyệt đối của số quy tròn. 

CHÚ Ý 

1) Khi quy tròn số đúng Z# đến một hàng nào thì ta nói số gần đúng 
a nhận được là chính xác đến hàng đó. Chẳng hạn, số gần đúng của 
T chính xác đến hàng phần trăm là 3,l4; số gần đúng của *2 


chính xác đến hàng phần nghìn là 1,414. 
2) Nếu kết quả cuối cùng của bài toán yêu cầu chính xác đến hàng, 


1 ".. ẢN- 
— thì trong quá trình tính toán, ở kết quả của các phép tính trung 
10 


gian, ta cần lấy chính xác ít nhất đến hàng, mỉ 
10 


3) Cho số gần đúng ø với độ chính xác đ (tức là #ø = a+ đ). Khi 
được yêu cầu quy tròn số ø mà không nói rõ quy tròn đến hàng nào 
thì ta quy tròn số z đến hàng thấp nhất mà đ nhỏ hơn một đơn vị 
của hàng đó. 

Chẳng hạn, cho # = 1,236 + 0,002 và ta phải quy tròn số 1,236. Ta 
thấy 0,001 < 0,002 < 0,01 nên hàng thấp nhất mà ở nhỏ hơn một 
đơn vị của hàng đó là hàng phần trăm. Vậy ta phải quy tròn 
số 1,236 đến hàng phần trăm. Kết quả là Z ø 1,24. 


4. Chữ số chắc và cách viết chuẩn số gần đúng 
a) Chữ số chắc 


Cho số gần đúng a của số đ với độ chính xác d. Trong số a, một 
chí số được gọi là chữ số chắc (hay đáng tin) nếu d không vượt 
quá nửa đơn vị của hàng có chữ số đó. 


Nhận xét. Tất cả các chữ số đứng bên trái chữ số chắc đêu là chữ số chắc. 

Tất cả các chữ số đứng bên phải chữ số không chắc đều là chữ số không chắc. 

Ví dụ §. Trong một cuộc điều tra dân số, người ta báo cáo số dân của tỉnh A là 
1379425 người + 300 người. 


Vì —- 50 < 300 < 500 = 200 


nên chữ số hàng, nghìn (chữ số 9) là chữ 
số chấc. Vậy các chữ số chấc là I, 3, 7 và 9 H 
b) Dạng chuẩn của số gần đúng 


Trong cách viết đ = 4+ d, ta biết ngay độ chính xác đi của số gần đúng đ 
(tức là ø— đ << a+ đ). Ngoài cách viết trên, người ta còn quy ước dạng 
viết chuẩn của số gần đúng và khi cho một số gần đúng dưới dạng chuẩn, ta 
cũng biết được độ chính xác của nó. 


e Nếu số gần đúng là số thập phân không nguyên thì dạng chuẩn là dạng mà 
mọi chữ số của nó đều là chữ số chắc. 


Ví dụ 6. Cho một giá trị gần đúng của 5 được viết dưới dạng chuẩn là 
2/236(45 x 2,236). Ở đây, hàng thấp nhất có chữ số chắc là hàng phần 


nghìn nên độ chính xác của nó là i02 = 0.0005. Do đó, ta biết được : 


2,236- 0.0005 < 5< 2,236 + 0.0005. 
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« Nếu số gần đúng là số nguyên thì dạng chuẩn của nó là A.10Ý, trong đó A là 
số nguyên, 0Ý là hàng thấp nhất có chữ số chấc ( e Ñ|). 
(Từ đó, mọi chữ số của A đều là chữ số chắc). 
Ví dụ 7. Số dân của Việt Nam (năm 2005) vào khoảng, 83.10 người (83 triệu 
người). Ở đây, # = 6 nên độ chính xác của số gần đúng này là 10 = 500000. 
Do đó, ta biết được số dân của Việt Nam trong khoảng từ 82,5 triệu người đến 
83,5 triệu người. 
CHÚ Ý 
Các số gần đúng trong "Bảng số với bốn chữ số thập phân" (bằng 
Tra-đi-xơ) hoặc máy tính bỏ túi đền được cho đưới đạng chuẩn 
Ví dụ 8. Dùng máy tính bỏ túi để tính 4/2 +^/3, ta được kết quả là 
3,146264 37. Ta hiểu số gần đúng này được viết dưới dạng chuẩn, nó có độ 
đi 
chính xác là =.10 k 
(Đối với một số loại máy tính như CAO ƒv — 500 ÄS, ta có thể sử dụng chức 
năng định trước độ chính xác của kết quả đã được cài sẵn trong. máy). 
CHÚ Ý 
Với quy ước về dạng chuẩn số gần đúng thì hai số gần đúng 0,14 và 
0,140 viết dưới dạng chuẩn có ý nghĩa khác nhau. Số gần đúng 0,14 


có sai số tuyệt đối không vượt quá 0,005 còn số gần đúng 0,140 có 
sai số tuyệt đối không vượt quá 0,0005. 


Kí hiệu khoa học của một số 


Mỗi số thập phân khác O đều viết được dưới dạng ø.10', trong đó 1 < |a| 


<10,nc Z2. 


(Quy ước rằng nếu = —mn, với ø là số nguyên dương thì 107” = _— 

Dạng như thế được gọi là kí hiệu khoa học của số đó. Người ta thường dùng kí 
hiệu khoa học để ghi những số rất lớn hoặc rất bé. Số mũ ø của 10 trong kí hiệu 
khoa học của một số cho ta thấy độ lớn (bé) của số đó. 


43. 


45 


46 


47 


48 
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Ví dụ 9. Khối lượng của Trái Đất viết dưới dạng kí hiệu khoa học là 
5,98.1071 kg. 

Khối lượng nguyên tử của Hiđrô viết dưới dạng kí hiệu khoa học là 
1,66.10 2! g, n 


ˆ 22 3 BA gA 
§âu húi và hài tập 
3 cap, 2 4 tộc: `. T2 nh. * 
Các nhà toán học cổ đại Trung Quốc đã dùng phân số T để xấp xỉ số r. Hãy 


đánh giá sai số tuyệt đối của giá trị gần đúng này, biết 3, 4l5 < m < 3,1416. 


Một tam giác có ba cạnh đo được như sau : z= 6,3 cm.L 0,1 cm; b= 10 cem.L 0/2 cm 
và e = I5 em + 0,2 em. Chứng minh rằng chu vi P của tam giác là 
P=3I1,3cm+0,5 cm. 


Một cái sân hình chữ nhật với chiều rộng là x = 2,56 m + 0,01 m và chiều dài 
là y= 4,22m+0,01 m. 


Chứng minh ràng chu vi P của sân là P = 13,52 m+ 0,04 m. 
Sử dụng máy tính bỏ túi : 


a) Hãy viết giá trị gần đúng của #2 chính xác đến hàng phần trăm và hàng, 
hân nghìn. 


” 


b) Viết giá trị gần đúng của 3/100 chính xác đến hàng phần trăm và hàng 
phần nghìn. 
Biết rằng tốc độ ánh sáng trong chân không, là 300000 km/s. Hỏi một năm 


ánh sáng đi được trong, chân không là bao nhiêu (giả sử một năm có 365 ngày) ? 
(Hãy viết kết quả dưới dạng kí hiệu khoa học). 


Một đơn vị thiên văn xấp xỉ bằng. 1.496.108 km. Một trạm vũ trụ di chuyển 
với vận tốc trung bình là 15 000 m/s. Hỏi trạm vũ trụ đó phải mất bao nhiêu 
giây mới đi được một đơn vị thiên văn 2 (Hãy viết kết quả dưới dạng kí hiệu 
khoa học). 


Vũ trụ có tuổi khoảng 15 tỉ năm. Hỏi Vũ trụ có bao nhiêu ngày tuổi (giả sử 
một năm có 365 ngày) ? (Hãy viết kết quả dưới dạng kí hiệu khoa học) 
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/LOÀI NGƯỜI ĐÃ SỬ DỤNG CÁC HỆ ĐẾM 
-“ CƠ SỐ NÀO ? 


Đa số các dân tộc trên thế giới dùng hệ đếm thập phân để biểu diễn các số. Tuy 
nhiên, ngoài hệ thập phân còn có các hệ đếm cơ số khác. 

Cho ở là một số nguyên dương lớn hơn 1. Khi đó, mọi số nguyên dương ø có thể biểu 
diễn duy nhất dưới dạng 0= ø¿b“ +, _¡bÊ"Í +... + địb + dạ, 

ở đây k e Ñ, øạ, ơ¡, .... a, là các số nguyên không âm nhỏ hơn ở và z„ z 0. Người ta 
kí hiệu ø = (z,...ø¿)„ và gọi đó là biểu diễn của ø trong hệ đếm cơ số . 

Hệ đếm sớm nhất của loài người không phải là hệ đếm thập phân mà là hệ đếm cở 
số 60 của người Ba-bi-lon. Vào thời cổ đại, cũng có các bộ tộc dùng hệ đếm cơ số 5. 
Người Mai-a ở Nam Mĩ có một nền văn hoá khá độc đáo từng sử dụng hệ đếm cơ số 20. 
Tại Đan Mạch ngày nay, người ta vẫn còn dùng hệ đếm cơ số 20. Người Anh rất 
thích dùng hệ đếm cơ số 12, người ta tính 12 bút chì là một tá bút chì, 24 bút chì là hai 
tá bút chì. 

Đến khi có máy tính điện tử thì hệ nhị phân lại được ưa chuộng. Trong hệ nhị 
phân để ghi các con số, ta chỉ cần hai chữ số 0 và I. Có thể dùng số I biểu diễn 
việc đóng mạch, số 0 biểu diễn việc ngắt mạch ; hoặc I biểu diễn trạng thái bị từ 
hoá, 0 là trạng thái không bị từ hoá, .... Từ đó cho thấy hệ nhị phân rất thích hợp 
cho việc biểu diễn các thông tin trên máy tính. 

Chẳng hạn, do 69=25+2”+2! nên 69 được viết trong hệ nhị phân là (1000101), 
Số 35! có biểu diễn trong hệ nhị phân là (01011111); VÌ (101011111), = 
=2+#+7+2#+2+2+l = 351. Số 100000 được viết dưới dạng nhị phân là 
(11000011010100000);. 

Nhược điểm của hệ nhị phân là các số viết trong hệ nhị phân đều dài và khó đọc. Để 
khắc phục điều này trong máy tính, người ta dùng hai hệ đếm bổ trợ là hệ đếm cơ số 
8 và hệ đếm cơ số 16. Độ dài một số viết ra trong hệ đếm cơ số 8 chỉ bằng khoảng 


" độ dài viết trong hệ nhị phân và không khác mấy so với viết trong hệ thập phân. 


Tương tự như vậy, độ dài một số viết ra trong hệ đếm cơ số 16 chỉ bằng khoảng h 


độ dài viết trong hệ nhị phân. Việc chuyển đổi giữa hệ nhị phân sang hệ đếm cơ số 8 
hay 16 và ngược lại rất đơn giản. Vì thế, hệ đếm cơ số § và 16 đã trợ giúp đắc lực cho 
việc giao tiếp giữa người và máy tính. 


LỊCH SỬ CỦA VIỆC TÍNH GẦN ĐÚNG SỐ 7 


Số z là số vô f, nó có biểu diễn thập phân là số thập phân vô hạn không tuần hoàn. 
Trong lịch sử toán học đã xuất hiện một "cuộc đua" nhằm đạt kỉ lục về việc tính gần 
đúng số z với nhiều chữ số (nghĩa là với độ chính xác càng cao). Người đầu tiên tính 
số x tới bẩy chữ số là Tô Xung Chi, nhà toán học Trung Quốc (thế kỉ V). Nhà toán 
học Ru-đôn-phơ (C. Rudolff, 1499 - 1545) người Đức đã tính số z tới 35 chữ số. Ông 
rất tự hào về điều này và để lại di chúc khắc 35 chữ số này trên bia mộ của ông 
Ngày nay với sự trợ giúp của máy tính, các kỉ lục về tính số z với nhiều chữ số liên 
tiếp bị vượt qua trong một thời gian ngắn. Chúng ta xem bảng sau đây sẽ rõ. 


Năm | Quốc tịch người tính số œ | Số chữ số của số +z 
1957 Mĩ 100 265 

1973 Pháp 1 triệu 

1983 Nhật 16 triệu 

1986 MỸ 30 triệu 

1987 Nhật 1335 triệu 
1989 MỸ 4i 

2002 Nhật 1241 tỉ 


Câu hi và hài tập ôn tập chương I 


§0. Chọn phương án trả lời đúng trong các phương án đã cho sau đây. 
Cho mệnh đề "V.v e IR, + > 0", Mệnh đề phủ định của mệnh đề trên là : 
(A) YxelR,a <0; () Vx eR,a/<0; 
(O3reR,a”>0; (D) 3x e R,a” <0, 

5I. Sử dụng thuật ngữ "điều kiện đủ" để phát biểu các định lí sau đây. 


a) Nếu tứ giác MNPO là một hình vuông thì hai đường chéo MP và NỢ 
bằng nhau. 
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3. 


=4 
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b) Trong mặt phẳng, nếu hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một 
đường thẳng thứ ba thì hai đường thẳng ấy song song với nhau. 

e) Nếu hai tam giác bằng nhau thì chúng có diện tích bằng nhau. 

Sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần" để phát biểu các định lí sau đây. 


a) Nếu hai tam giác bằng nhau thì chúng có các đường trung tuyến tương ứng 
bằng nhau. 


b) Nếu một tứ giác là hình thoi thì nó có hai đường chéo vuông góc với nhau. 
Hãy phát biểu định lí đảo (nếu có) của các định lí sau đây rồi sử dụng thuật 
ngữ "điều kiện cần và đủ" hoặc "nếu và chỉ nếu" hoặc "khi và chỉ khi" để phát 
biểu gộp cả hai định lí thuận và đảo. 

a) Nếu ø là số nguyên dương lẻ thì 5 + 6 cũng là số nguyên dương lẻ 

b) Nếu ø là số nguyên dương chấn thì 7m + 4 cũng là số nguyên dương chẩn. 
Chứng minh các định lí sau đây bằng phương pháp phản chứng. 

a) Nếu a+ b < 2 thì một trong hai số ø và b phải nhỏ hơn 1. 


b) Cho z là số tự nhiên, nếu 5z + 4 là số lẻ thì ø là số lẻ. 


. Gọi £ là tập hợp các học sinh của một trường trung học phổ thông. Xết các tập 


con sau của E: tập hợp các học sinh lớp 10, kí hiệu là A ; tập hợp các học sinh 
học Tiếng Anh, kí hiệu là 8. Hãy biểu diễn các tập hợp sau đây theo A, 8 và E. 


a) Tập hợp các học sinh lớp 10 học Tiếng Anh của trường đó. 

b) Tập hợp các học sinh lớp 10 không học Tiếng Anh của trường đó. 

ce) Tập hợp các học sinh không học lớp 10 hoặc không học Tiếng Anh của 
trường, đồ 


a) Ta biết rằng |.x — 3| là khoảng cách từ điểm x tới điểm 3 trên trục số. 
Hãy biểu diễn trên trục số các điểm v mà |x - 3| < 2. 


b) Điền tiếp vào chỗ còn trống (...) trong bảng dưới đây. 


zec [1s l<x<5 |x-3| <2 
#€ ¿: 1<x<? in ng 
ve... mm... #—|£Ð0;1 


3. 


38. 


39. 


60. 


Điền tiếp vào chỗ còn trống (...) trong bảng dưới đây. 


2<x<5Š xel2;53I1 
=8: Sw<:2) SẮC tơ 
xel-l;5] 
xe(Cs;l] 
-5<x LINE sía 


Cho biết giá trị gần đúng của số 7 với 10 chữ số thập phân là 

T4 3,141 592 653 5. 
a) Giả sử ta lấy giá trị 3,14 làm giá trị gần đúng của 7. Chứng tỏ sai số tuyệt 
đối không vượt quá 0,002. 
b) Giả sử ta lấy giá trị 3,416 làm giá trị gần đúng của 7. Chứng tỏ sai số 
tuyệt đối không vượt quá 0,0001. 
Một hình lập phương có thể tích là V = 180,57 cmŠ+ 0,05cmŠ. Xác định các 
chữ số chắc của V. 
Cho hai nửa khoảng A = (C®;m] và 8 = [5 ; +). Tìm A  ð (biện luận 
theo 0). 
Cho hai khoảng A = (m ;m + 1) và B = (3 ; 5). Tìm m để A (2 B là một khoảng. 
Hãy xác định khoảng đó. 
Hãy viết kí hiệu khoa học của các kết quả sau : 
a) Người ta coi trên đầu mỗi người có 150 000 sợi tóc. Hỏi một nước có 80 
triệu dân thì tổng số sợi tóc của mọi người dân của nước đó là bao nhiên ? 
) Biết rằng sa mạc Sa-ha-ra rộng khoảng 8 triệu km. Giả sử trên mỗi mét 
vuông bề mặt ở đó có 2 tỉ hạt cát và toàn bộ sa mạc phủ bởi cát. Hãy cho biết 
số hạt cát trên bề mặt sa mạc này. 
e) Biết rằng I mm” máu người chứa khoảng 5 triệu hồng cầu và mỗi người có 
khoảng 6 lít máu. Tính số hồng cầu của mỗi người. 
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TIHTI SŨ BE [IHHT 
VÌ BĐP tnI 


Ù, 


Hàm số là một trong các khái niệm cơ bản của toán học. 
Những gì chúng ta đã biết về hàm số ở lớp dưới, nhất là về 
hàm số bậc nhất và bậc hai sẽ được hoàn thiện thêm một 
bước ở chương này. Kĩ năng vẽ và đọc đồ thị của hàm số, tức 
là nhận biết các tính chất của hàm số thông qua đổ thị của nó 
là một yêu cầu quan trọng trong chương mà chúng ta cần chú 
ý rên luyện. 
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§ ĐẠI CƯƠNG VỀ HÀM SỐ 


1. Khái niệm về hàm số 
a) Hàm số 
Ỏ lớp dưới, chúng ta đã làm quen với khái niệm hàm số. Sau đây, ta nhắc lại 


và bổ sung thêm về khái niệm này. 


ĐỊNH NGHĨA 
Cho một tập hợp khác rồng Ø c IR. 
Hàm số ƒ vác định trên 9 là một quy tắc đặt tương ứng mỗi số x 
thuộc ©Ð với một và chỉ một số, kí hiệu là ƒQv) : số f0 đó gọi là giá 
trị của hàm sốƒ tại x. 
Tập 9 gọi là tập xác định (hay miền xác định), x gọi là biến số 
hay đối số của hàm số ƒ. 


Để chỉ rõ kí hiệu biến số, hàm số ƒ còn được viết là y = /fx), hay đây đủ hơn 
làƒ: 9 - 
v Sy=/@) 
Ví dụ 1. Trích bảng thông báo lãi suất tiết kiệm của một ngân hàng : 
Loại 'VND (%/ năm) 
kì hạn lĩnh lãi cuối kì, 
(tháng) | áp dụng từ 08- I1 - 2005 
1 6,600 
2 7,56 
3 8/28 
6 852 
9 §,88 
12 9,00 


“œ 
xì 


Bảng trên cho ta gwy rắc để tìm số phần trăm lãi suất s tuỳ theo loại kì hạn & 
tháng. Kí hiệu uy rắc ấy là ƒ, ta có hàm số s = /fÈ) xác định trên tập 


C15 22 36:6) 95 12}: 
b) Hàm số cho bàng biểu thức 
Nếu ƒ(v) là một biểu thức của biến x thì với môi giá trị của x, ta tính được 
một giá trị tương ứng duy nhất của ƒ(x) (nếu nó xác định). Do đó, ta có hàm 
số y= ƒ(v). Ta nói hàm số đó được cho bằng biểu thức ƒ(v). 
Khi cho hàm số bằng biểu thức, ta quy ước rằng : 
Nếu không có giải thích gì thêm thì tập xác định của hàm số 
y= #9) là tập hợp tất cả các số thực x sao cho giá trị của biểu thức 
#0 được xác định. 


H1| Với mỗi hàm số cho ở phần a) và b) sau đây, hãy chọn kết luận đúng trong các 
kết luận đã cho. 
*h 


—— là 
(x-(x-2) 


a) Tập xác định cúa hảm số y = 


(A)R,; (BQ)lr|xzlvảxz2},; (CO R,MI:2) ; (D)(0; +). 
le nếu <0 

b) Tập xác định của hàm số (hàm dấu) d(x)= J0 nếu x=0 là: 
\ nếu v >( 

(A)R_; @R; (C) R.; (Ð) (-1;0; 1}. 


CHÚ Ý 

"Trong kí hiệu hàm số y= ƒ(+), ta còn gọi v là biến số độc lập, y là 
biến số phụ thuộc của hàm số ƒ. Biến số độc lập và biến số phụ 
thuộc của một hàm số có thể được kí hiệu bởi hai chữ cái tuỳ ý khác 
nhau. Chẳng hạn, y = Xˆ— 2v — 3 và wứ= f — 2# — 3 là hai cách viết 
biểu thị cùng một hàm số. 


e) Đồ thị của hàm số 


Cho hàm số y= ƒ(v) xác định trên tập ®. Ta đã biết : Trong mặt phẳng toạ 
độ Oxy, tập hợp (G) các điểm có toạ độ (x; ƒ(x)) với xe Ø, gọi là đồ thị 
của hàm sốƒ.. Ñói cách khác, 

Mộng : xạ) € (G) <> xụ € Øvà yụ = On), 
Qua đồ thị của một hàm số, ta có thể nhận biết được nhiều tính chất của hàm số đó. 


Ví dụ 2. Hàm số y = ƒ{x) xác định trên đoạn [-3 ; 8] được cho bằng đồ thị 
như trong hình 2.1. 

Sĩ ' 

2 

1 
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Hình 2.1 

Dựa vào đồ thị đã cho, ta có thể nhận biết được (với độ chính xác nào đó) : 


~ Giá trị của hàm số tại một số điểm, chẳng hạn ƒ(-3) =-2. ƒ{1) = 0: 

— Các giá trị đặc biệt của hàm số, chẳng hạn, giá trị nhỏ nhất của hàm số trên 
đoạn [—3 ; 8] là—2; 
— Dấu của ƒ{x) trên một khoảng, chẳng hạn nếu I < x <4 thì x) < 0. n 


Sự biến thiên của hàm số 
a) Hàm số đồng biến, hàm số nghịch biến 
* Khi nghiên cứu một hàm số, người ta thường quan tâm đến sự /ăng hay giảm 
của giá trị hàm số khi đối số tăng. 
Ví dụ 3. Xét hàn số (x) = +2, Gọi ăy và A› là hai giá Uị tuỳ ý của đối số. 
Trường hợp 1 : Khi xị và x; thuộc nửa khoảng, [0 ; +ø), ta có 
0<xt<x¿ =x? < + >f@\)< ƒŒ¿). 

Trường hợp 2 : Khi xị và x; thuộc nửa khoảng (—s ; 0], ta có 

Ai <X;ạ <0 ¬lxÏ >|s|=—> XP > s2 =>ƒŒ)> ƒ(;). ImÌ 
[H2] Ở ví dụ 3, khi đối số tăng, trong trường hợp nào thì : 


a) Giá trị của hàm số tăng ? 
b) Giá trị của hàm số giảm ? 


Từ đây, ta luôn hiểu # là một khoảng (nửa khoảng hay đoạn) nào đó của ïR. 


ĐỊNH NGHĨA 
Cho hàm sốƒ vác định trên K. 
Hàm sốƒ gọi là đồng biến (hay tăng) trên K nếu 
Vai,xae K,ai <x¿ =0) </f@@) : 
Hàm sốƒ gọi là nghịch biến (hay giảm) trên K nếu 


Vxi,xae K,xị <x;¿ ® f0) > f2). 


« Trong ví dụ 3, ta thấy hàm số y= * nghịch biến trên nửa k 


khoảng (—ø ; 0] và đồng biến trên nửa khoảng [0 ; +œ) 4 


Qua đồ thị của nó (h. 2.2) ta thấy : Từ trái sang 


phải, nhánh trái của parabol (ứng với x e (œ; 0] ) là 


đường cong đi xuống, thể hiện sự nghịch biến của 


hầm số ; nhánh phải của parabol (ứng với x [0 ; +)) 
là đường cong đi lên, thể hiện sự đồng biến của hàm số. 
LG Hình 2.2 
"Tổng quát, ta có : 
Nếu một hàm số đông biến trên K thì trên đó, đồ thị của nó đi lên ; 
Nếu một hàm số nghịch biến trên K thì trên đó, đồ thị của nó đi xuông. 
(Khi nói đồ thị đi lên hay đi xuống, ta luôn kể theo chiều tăng của đối số, 
nghĩa là kể từ trái sang phải). 


[H3] Hàm số cho bởi đồ thị trên hình 21 đồng biến trên khoảng nảo, nghịch biến 
trên khoảng nào trong các khoảng (~3 ; —1), (—l ; 2) và (2; 8) ? 


CHÚ Ý 
Nếu /¡) = /fxạ) với mọi xị và xạ thuộc K, 
tức là ƒ(x) =e với mọi v e K (e là hằng 


số) thì ta có hàm số không đổi (còn gọi là 
hàm số hằng) trên K. 


Chẳng hạn, y= 2 là một hàm số không đổi 
xác định trên R. Nó có đồ thị là đường, 
thẳng song song với trục ÓØv (h.2.3). Hình 2.3 


b) Khảo sát sự biến thiên của hàm số 
Khảo sát sự biến thiên của hàm số là xét xem hàm số đồng biến, 
nghịch biến, không đổi trên các khoảng (nửa khoảng hay đoạn) nào 
trong tập xác định của nó. 


« Đối với hàm số cho bằng biểu thức, để khảo sát sự đồng biến hay nghịch 
biến của hàm số đó trên một khoảng (nửa khoảng hay đoạn) K, ta có thể 
dựa vào định nghĩa (xem ví dụ 3), hoặc dựa vào nhận xét sau : 
Điều kiện "vị < xạ >x) < fw¿)" có nghĩa là x; - xị và ffx¿) - /(x¡) cùng dấu. 
Do đó 

Hàm sốƒ đồng biến trên K khi và chỉ khi 
f(x;)~ f@u) >0. 


Xạ XI 


VI, Xạ C K Và Xị #X¿, 


Hàm sốƒ nghịch biến trên K khi và chỉ khi 
/(%2)~ ƒŒ) S0: 


lễ 1 


Vi, xạ € Kvàx¡ #1, 


Như vậy, để khảo sát sự biến thiên của hàm số ƒ trên K, ta có thể xét dấu của tỉ 
số ƒ(%¿)~ ƒ(Xị) 


Xa Tả 


trên K. 


Ví dụ 4. Khảo sát sự biến thiên của hầm số ƒ{x) = a (với a > 0) trên mỗi 
khoảng (—% ; 0) và (0 ; +). 
Giải. Với hai số xị và x; khác nhau, ta có 

fqs)— f@)= œxŸ— đệ = a(%Xy— Xi)(Xạ + ), 

#Œ;)- ƒŒ) 


SUY ra ——————=ú(4; +4 ). 
2 —XI 
I 


Do z > 0 nên: 

= Nếu xị <0 và x;¿ <0 thì a(x; + xị) < 0 ; điều đó chứng tỏ hàm số nghịch 
biến trên khoảng (—ø ; 0) ; 

= Nếu + >0 và x;¿ >0 thì z(x; + x¡) >0 ; điểu đó chứng tỏ hàm số đồng 


biến trên khoảng (0 ; +ø). n 
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« Người ta thường ghi lại kết quả khảo sát sự biến thiên của một hàm số bằng. 
cách lập bảng biến thiên của nó. Hàm số trong ví dụ 4 có bảng biến thiên 
như sau : 


w —œ 0 +œ 


ƒ@)= œ# TƯ Ẫ “  à 


(>0) 


Trong bảng biến thiên, mũi tên đi lên thể hiện tính đồng biến, mũi tên đi 
xuống thể hiện tính nghịch biến của hàm số. 


Cụ thể hơn, hàng thứ hai trong bảng được hiểu như sau : ƒ{0) = 0 và khi x tăng 
trên khoảng (0 ; +) thì ƒ(x) nhận mọi giá trị trong khoảng (0 ; +) theo chiều 
tăng, còn khi x tăng trong khoảng (—œ ; 0) thì ƒ(x) cũng nhận mọi giá trị trong 
khoảng (0 ; +) nhưng theo chiều giảm. 


Khảo sát sự biến thiên của hàm số ƒ(x)=ax” (với a < 0) trên mỗi khoảng 
(~ø; 0) và (0 ;+œ) và lập bảng biến thiên của nó. 
Hàm số chẵn, hàm số lẻ 


Có những hàm số có một số tính chất đặc biệt, dễ nhận thấy mà ta có thể lợi 
dụng để việc khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của nó đơn giản và dễ dàng 
hơn. Tính chất chấn - / của hàm số là một ví dụ. 


a) Khái niệm hàm số chẵn, hàm số lẻ 
ĐỊNH NGHĨA 
Cho hàm số y= ƒQ) với tập xác định $. 
Hàm sốƒ gọi là hàm số chẳn nếu với mọi x thuộc 9, ta có =v 
cũng thuộc 9 và —x) =ƒ(). 
Hàm sốƒ gọi là hàm số lẻ nếu với mọi x thuộc 9, ta có —v cũng 


thuộc 9 và ƒ{—x) = —ƒ@). 


Ví dụ 5. Chứng minh rằng hàm số +) = VI+ x—xJ1-x là hàm số lẻ. 


Giải. Tập xác định của hàm số là doạn [— I ; 1] nên dễ thấy 
Vr,ve[-l;l]S-veI[El;I] và 
#9 I=x=Vl+x=-(I+x—vI=x)=—=ƒ@). 
Vậy ƒ là hàm số lẻ. n 


[H5] chứng minh rằng hàm số sú) = ¿a? (a z0) là hàm số chẩn. 


b) Đồ thị của hàm số chăn và hàm số lẻ 
Giả sử hàm số ƒ với tập xác định 9 là hàm số chẩn và có đồ thị (G). Với mỗi 
điểm Mx : yạ) sao cho vạ € 9, ta xét điểm đối xứng với nó qua trục tung là 
M(—n; 3). 
Từ định nghĩa hàm số chắn, ta có —xạ c 9 và ƒ{—xạ) = xạ). Do đó 

M  (G) © yọ = fYạ) © Yạ =ƒ xạ) © M' e (G). 
Điều đó chứng tỏ (G) có trục đối xứng là trục tung. 


Nếu ƒ là hầm số lẻ thì lí luận tương tự, ta suy ra (G) có tâm đối xứng là gốc toạ 
độ Ó. 


Vậy ta đã chứng minh được định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Đồ thị của hàm số chẵn nhận trục tung làm trục đối vững. 


Đồ thị của hàm số lẻ nhận gốc toạ độ làm tâm đối xứng. 


Tình 2.4a cho hình ảnh đồ thị của một hàm số chẵn. Hình 2.4b cho hình ảnh 
đồ thị của một hàm số lẻ. Tuy nhiên, có nhiều hàm số không chẩn và không 
lẻ. Chẳng hạn, hàm số y= v+l (h.2.4.e) không chẩn và không lẻ. 


s) e) 


Hình 2 
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Cho hàm số ƒ xác định trên khoẵng (-o ; +2s) có đồ thị như trên hình 2.5. Hãy ghép 
mỗi ý ở cột trái dưới đây với một ý ở cột phải để được một mệnh đề đựng. 


Ời 


1) Hàm sốƒ là a) Hàm số chẵn 

2) Hàm sốyƒ đồng biến | b) Hàm số lẻ 

3) Hàm số ƒ nghịch | c) Trên khoảng (—œ ; 0) 
biến d) Trên khoảng (0 : +) 


©) Trên khoảng (~œ ; +e) 


Hình 2.5 


Sơ lược về tịnh tiến đồ thị song song với trục toạ độ 

a) Tịnh tiến một điểm 

Trong mặt phẳng toạ độ, xét điểm MgGg : yạ). Với số k > 0 đã cho, ta có thể 
dịch chuyển điểm IMụ : 

— Lên trên hoặc xuống dưới (theo phương của trục tung) & đơn vị ; 

— Sang trái hoặc sang phải (theo phương của trục hoành) k đơn vị. 

Khi dịch chuyển điểm ÁMẹ như thế, ta còn  y 


nối rằng fnh tiến điểm Mạ song song với 


trục toạ độ. 


H/| Giá sử M,, M,,M, và M, là các điểm 
có được khi tịnh tiến điểm Mạ(a : vạ) theo thứ 3b 
tự lên trên, xuống dưới, sang phải và sang trái 
2 đơn vị (h.2.6). 

Hãy cho biết toạ độ của các điểm MỊ. Mạ. My 


và Mẹ. 


Hình 26 


b) Tịnh tiến một đồ thị 


Cho số k > 0. Nếu ta tịnh tiến tất cả các điểm của đồ thị (Œ) lên trên k đơn vị thì 
tập hợp các điểm thu được tạo thành hình (G¡). Điều đó được phát biểu là : 


Tịnh tiến đồ thị (Œ) lên trên k đơn vị thì được hình (Œ\), hoặc 
Hình (Gì) có được khi tịnh tiến đô thị (G) lên trên k đơn vị. 
"Ta cũng phát biểu tương tự khi tịnh tiến (7) xuống dưới, sang trái hay sang phải. 


Vấn đề là ; Nếu (G) là đồ thị của hàm số y = ƒ{+) thì (G¡) có là đồ thị của một 
hầm số không 2 Nếu có thì (0¡) là đồ thị của hàm số nào ? 


Định lí sau đây sẽ trả lời câu hỏi đó (ta thừa nhận định lí này). 


ĐỊNH LÍ 


Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, cho đồ thị (G) của hàm số 


y=ƒY); p và q là hai sô dương tuỳ ý. Khi đó : 

1) Tịnh tiến (G) lên trên q đơn vị thì được đề thị của hàm 
số y =0) +4; 

2) Tịnh tiến (G) xuống dưới q đơn vị thì được đồ thị của hàm 
sốy=ƒ) ~ 4; 

3) Tịnh tiến (Œ) sang trái p đơn vị thì được đồ thị của hàm 
số y =ƒ(Y +p) ; 

4) Tịnh tiến (G) sang phải p đơn vị thì được đồ thị của hàm 
số y= ƒw— p). 


Ví dụ 6. Nếu tịnh tiến đường thẳng (2) : 
y=2v- [ sang phải 3 đơn vị thì ta được đồ 
thị của hàm số nào ? 

Giải. Kí hiệu ƒ{x) = 2x — 1. Theo định lí 
trên, khi tịnh tiến (đ) sang phải 3 đơn vị, ta 
được (2¡), đó là đồ thị của hàm số 

y=fầ- 3) = 2x - 3)— l, 
tức là hàm số y= 2x— 7 (h.2.7). H 


Hình 2.7 


Ví dụ 7. Cho đồ thị (H) của hàm số y= —. Hỏi muốn có đồ thị của hàm số 
x* 


+Í _ AT 
thì ta phải tịnh tiến (7) như thế nào ? 


# 


| —2x+Í | Ẫ # 
Giải. Kí hiệu g(x) = —, ta có ễ =~2+ —= g(y) - 2. Vậy muốn có đồ 
` 4 % * 
".......... TỶ 2 2N ä 
thị của hàm số y = , ta phải tịnh tiến (Z7) xuống dưới 2 đơn vị, H 
# 


Hãy chọn phương án trả lời đúng trong các phương án đã cho sau đây - 
Khi tịnh tiến parabol y = 2ˆ sang trái 3 đơn vị, ta được đồ thị cũa hàm số - 


(ì)y=2k+3ff; (B)ly-m2+5: (Oly-26-352; (Dìy=a2-3 


0âu hỏi và bài tận 
Hàm số 


Tìm tập xác định của mỗi hầm số sau : 


2 


X 


=———— 


A“ =2 
(x+2)Nx +1 l 


Biểu đồ hình 2.8 cho biết số 


triệu tấn gạo xuất khẩu của 


D 


Việt Nam trong các năm từ 
2000 đến 2005. Biểu đồ này 
cho ta một hàm số. Hãy cho 


TT... 


biết tập xác định và nêu 


ỹ 


2000 2001 2002 2002 2001 2005 


một vài giá trị của hàm 


số đó. Hình 2.8 


Sự biến thiên của hàm số 

Hình 2.9 là đồ thị của một hàm số có tập xác 
định là IR. Dựa vào đồ thị, hãy lập bảng biến 
thiên của hàm số đó. 


Khảo sát sự biến thiên của mỗi hàm số sau và 
lập bảng biến thiên của nó : 


a)y= v?+ 2v— 2 trên mỗi khoảng (— ; —l) và (—l ; +) ; Hình 2.9 


b)y= 


2x2 + 4x + 1 trên mỗi khoảng (œ; 1) và (1 ; +) ; 


c)y= trên mỗi khoảng (—œ ; 3) và (3 ; +ø). 


x" 3 
Hàm số chẫn, hàm số lẻ 
Mỗi hàm số sau là hàm số chẩn hay hàm số lẻ ? 
a) y=A — 3V +1; b)y=-2v +; 


e)y=|x+2|=|x-=2|; ®y=|2v+lI|+|2v- IỊ. 


Tịnh tiến đồ thị 

Cho đường thẳng (đ) : y= 0,5x. Hỏi ta sẽ được đồ thị của hàm số nào khi tịnh 
tiến (4): 

a) Lên trên 3 đơn vị 2 b) Xuống dưới l đơn vị 2 


e) Sang phải 2 đơn vị 2 đ) Sang trái 6 đơn vị ? 


Luyện tận 


Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực dương với căn bậc hai của nó có phải là 
một hàm số không ? Vì sao ? 

Giả sử (G) là đồ thị của hàm số y = ƒtv) xác định trên tập ® và A là một điểm 
trên trục hoành có hoành độ bằng zø. Từ A, ta dựng đường thẳng (2) song song 
(hoặc trùng) với trục tung. 

a) Khi nào thì (4) có điểm chung với (G) ? (Hướng dẫn. Xét hai trường hợp 
œ thuộc 9 và ø không thuộc 9) ; 
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b) (ở) có thể có bao nhiêu điểm chung với (G) ? Vì sao ? 


c) Đường tròn có thể là đồ thị của hàm số nào không ? Vì sao ? 


Tìm tập xác định của mỗi hầm số sau : 
3x+l À 

a) y= : : b)y= =="-. : 
1-9 I 


dì 2e x-3N2-—x „ dị 3m I+44-x 
: R—m ˆ— (x=2Xx-3) 


-2(x-2) nếu-l<x<l 


Cho hàm số ƒfy) = 
nếu é>l. 


a) Cho biết tập xác định của hàm sốƒ. 
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b) Tính - I)./#0.5). ƒ = ).#@).,60). 


Trong các điểm A(-2 ; 8), B(4 ; 12), CÓ ; 8), ÐG ; 25 + A2), điểm nào 
thuộc, điểm nào không thuộc đồ thị của hàm số ƒ) = x'+ *+—3 2 Vì sao ? 


Khảo sát sự biến thiên của các hàm số sau : 
I 


a)y= trên mỗi khoảng (~œ ; 2) và (2 ; +ø) ; 


2 


)y= x?~ 6v+ 5 trên mỗi khoảng (—ø ; 3) và (3 ; +) ; 


2005 


c) y=x +1 trên khoảng (—øœ ; +). 


Hàm số y= = có đồ thị như hình 2.10. 
X 

a) Dựa vào đồ thị, hãy lập bảng biến thiên 

của hàm số đó. 


) Bằng tính toán, hãy khảo sát sự biến thiên của 


hàm số trên mỗi khoảng (—øœ ; 0) và (0 ; +) 


và kiểm tra lại kết quả so với bảng biến thiên 


đã lập. Hình 2.10 


14. 


15. 


16. 


"Tập con % của tập số thực ÏR gọi là đối vứng nếu với mọi x thuộc %, ta đều có 


—y thuộc %. Em có nhận xét gì về tập xác định của một hàm số chẵn (lẻ) ? 
'Từ nhận xét đó, em có kết luận gì về tính chẩn - lẻ của hàm số y = x kẻ 
“Tại sao 2 


Gọi (4) là đường thẳng y = 2v và (Z) là đường thẳng y= 2v -— 3. Ta có thể coi 
(đ) có được là do tịnh tiến (2) : 


a) Lên trên hay xuống dưới bao nhiêu đơn vị ? 
b) Sang trái hay sang phải bao nhiêu đơn vị ? 
lên, _ : 2 
Cho đồ thị (7) của hàm số y= ——. 
# 
a) Tỉnh tiến (77) lên trên 1 đơn vị, ta được đồ thị của hàm số nào ? 
b) Tịnh tiến (77) sang trái 3 đơn vị, ta được đồ thị của hàm số nào ? 


e) Tịnh tiến () lên trên 1 đơn vị, sau đó tịnh tiến đồ thị nhận được sang trái 3 
đơn vị, ta được đồ thị của hàm số nào ? 


Ánh xạ là một khái niệm rất quan trọng. Cũng như tập hợp, khái niệm ánh xạ có mặt 
trong tất cả các lĩnh vực toán học. Khái niệm hàm số thực chất cũng chỉ là một 
trường hợp riêng của khái niệm ánh xạ mà thôi. 


1. Định nghĩa 
Cho hai tập hợp tuỳ ý khác rỗng Xvà Y. 
+ Một ánh xạ ƒ từ x đến Y là một quy tắc đặt tương ứng mỗi phần tử x 


của X với một và chỉ một phần tử xác định của Y. Phần tử xác định ấy 
gọi là ảnh của x qua ánh xạƒ, và kí hiệu là ƒ(x). 


* Tập hợp Xgọi là tập nguồn, tập hợp r gọi là tập đích của ánh xạ. 
Ánh xạ ƒ từ X đến Y được viết là ƒ: X -> Y 


x>ƒ(). 
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Ví dụ 1. Cho X= {z;b;c¡ d} và Y ={0; 1}. 
Gọi ƒ là quy tắc cho ở hình bên. Ta có 
ánh xạ 
i3 
a >0 
bL>l 
ck>] 
dE>1., H 
Ví dụ 2. Cho xlà tập hợp các lớp học của một trường phổ thông, Y là tập hợp các 
giáo viên của trường đó và ƒ là quy tắc đặt tương ứng mỗi lớp học với giáo viên chủ 
nhiệm lớp đó. Ta có ánh xạƒ: X-> Y. n 


Ví dụ 3. Cho Xlà tập hợp các học sinh của một trường học, Y là tập hợp các số thực 
T và là quy tắc đặt tương ứng mỗi học sinh với số đo chiều cao (tính bằng xentimet) 
của học sinh đó. Khi đó, / là một ánh xạ từ x đến r. II] 


2. Chú ý 
1) Nếu cho ánh xạ ƒ: X— Y thì : 
~ Mỗi phần tử x e x đều phải có ảnh của nó trong Y và ảnh đó là duy nhất ; 
— Mỗi phần tử thuộc r có thể là ảnh của một hay nhiều phần tử của x, 
nhưng cũng có thể không là ảnh của phần tử nào cả. 
2) Trường hợp Xc IR và y = I thì mỗi ánh xạ từ x đến y là một hàm số xác 
định trên x. 


§ HÀM SỐ BẬC NHẤT 


1. Nhắc lại về hàm số bậc nhất 


« Ta đã biết : Hàm số bậc nhất là hàm số được cho bằng biểu thức có dạng 
y=av+b,trong đó a và b là những hằng số với a £0. 

Tầm số bậc nhất có tập xác định là IR. 

Khi z > 0, hàm số y= av + b đồng biến trên IR. 


Khi z< 0, hàm số y= ax + b nghịch biến trên IR. 


Bảng biến thiên : 


sử z© +øœ ư l1 +øœ 


y=avr+b —.. +œ y=axy+b |+œ ¬. 
s) —œ® 


(a>0) EƑ (a<0) 


Đồ thị của hàm số y = av + b (z# 0) là một đường thẳng gọi là đường thẳng, 
y=av+ b. Nó có hệ số góc bằng a và có đặc điểm sau : 


— Không song song và không trùng với các trục toạ độ ; 
z vu z : xào b 
— Cất trục tung tại điểm B(0 ; b) và cắt trục hoành tại điểm A(——; 0). 


Ví dụ 1. Đồ thị của hàm số y = 2v + 4 là đường 
thắng đi qua hai điểm A(—2 ; 0) và B(O ; 4). 

Từ đẳng thức 2v + 4 = 2(x + 2) dễ suy ra rằng 
đường thắng y = 2v + 4 có thể thu được từ đường, 
thẳng (4) : y= 2v bằng một trong hai cách sau 


(Œh.211): 


— Tịnh tiến (2) lên trên 4 đơn vị ; 


~ Tịnh tiến (4) sang trái 2 đơn vị. n Hành 2.11 


« Cho hai đường thẳng (đ): y= ax + b và (đ'): y= ax + b} ta có : 
(đ) song song với (j')© a=avàbz b; 

(d) trùng với (#) a=dvàb=; 

(đ) cắt (4) ©® az đ. 


Hàm số y = |ax + b| 
a) Hàm số bậc nhất trên từng khoảng 


x+1 nếu 0<x<2 


Xét hàm số y= ƒffx)= -sựt4 nếu 2<v<4 


2x-6_ nếu 4<x<5. 


Hình 2.12 
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Rõ ràng, hàm số trên không. phải là hàm số bậc nhất. Nó là sự "lắp ghép" của 
ba hàm số bậc nhất khác nhau. Hàm số này là một ví dụ về hàm số bác nhất 
trên từng khoảng. 
Muốn vẽ đồ thị của hàm số bậc nhất trên từng khoảng, ta vẽ đồ thị của từng 
hàm số tạo thành. Chẳng hạn, đồ thị của hàm số nêu trên là đường gấp khúc 
ABCD (h.2.12), trong đó ; 
AB là phần đường thắng y= x+l ứng với 0<x<2; 

Bi SvliS2: ả 2 1 5 đỳ 
BC là phần đường thăng y = =h x+ 4ứng với 2<x<4; 


CD là phần đường thắng y= 2v 6ứng với 4< x< 5. 


[H1| cho biết tập xác định, lập bảng biến thiên của hàm số nói trên và tìm giá trị lớn 
nhất của nó. 


b) Đồ thị và sự biến thiên của hàm số y= | ax + b | với ø # 


Sau đây, ta sẽ tìm hiểu tính chất của các hàm số dạng y= | ø+ + b| thông qua 


đồ thị của nó. Hàm số y= | ax + b | về thực chất cũng là hàm số bậc nhất trên 


từng khoảng, 
Ví dụ 2. Xét hàm số y = |x|. 


Dễ thấy hàm số y= |x| xác định với mọi x và là 


một hàm số chắn. Theo định nghĩa giá trị tuyệt 
đối, ta có 


- x nếu x>0 
Jx|= 


—x nếu x<0, 


Hình 2.13 
Do đó, đồ thị của hàm số này là sự "lắp ghép" của hai đồ thị : đồ thị của hàm 


số y = x (chỉ lấy phần ứng với x > 0) và đồ thị của hàm số y = —xv (chỉ lấy phần 


ứng với x < 0). Đó là hai tia phân giác của hai góc phần tư I và II (h.2.13). Dễ 
thấy chúng đối xứng với nhau qua OÓy. n 


[H2] Dựa vào đổ thị, hãy lập bảng biến thiên oũa hàm số y = |x| và tìm giá trị nhỏ 
nhất của nó. 


Ví dụ 3. Xét hàm số y = |2v — 4|. 
Theo định nghĩa giá trị tuyệt đối, ta có : 
- Nếu 2y - 4> 0, tức là x > 2 thì |2 4|= 2v- 4; 
— Nếu 2v — 4< 0, tức là vx< 2 thì |2v - 4|= =(2v- 4)=~2v+ 4 
Do đó, hàm số đã cho có thể viết là 
._] 2v-4nếux>2 
th ng n 


Hạj Hãy nêu cách vẽ đồ thị của hàm số cho trong ví dụ 3 rồi lập bằng biến thiên 
của nó. 
CHÚ Ý 
Qua hai ví dụ trên đây, ta thấy có thể vẽ 
đồ thị của hàm số y= | ax + b | bằng một 
cách khác đơn giản hơn như sau : Vẽ hai 
đường thắng y= av + b và y= - av— b 
rồi xoá đi hai phần đường thẳng nằm ở 
phía dưới trục hoành. (Hình 2.14 là đồ thị 
của hầm số cho trong ví dụ 3). 


THình 2.14 


Câu húi và hài tận 


Hàm số bậc nhất 


17. Tìm các cặp đường thẳng song song trong các đường thẳng sau : 


1 l 
a) y= -=xv+l ; b) y=-—=x+3: 
2 
©) y=—=v1+2; đ) y= jJ2S-9* 
2 
Ị v2 
©) y=—=x-]; )y=~ #=il l 
_w8 " š 


Hàm số y = |ax + b| 
2x+4 nếu -2<x<-—l 
18. Cho hàm số y= ƒ{x)= 4-2v nếu -—l 
x—=3 nếu l<x< 3. 


<1 


a) Tìm tập xác định và vẽ đồ thị của hàm số đó. 


b) Cho biết sự biến thiên của hàm số đã cho trên mỗi khoảng (-2 ; =1), (1 ; l) 
và (1 ; 3) và lập bảng biến thiên của nó. 


19. a) Vẽ đồ thị của hai hàm số y= ƒ(+) = 2|x | và y=,Ø(@) = |2x + Š | trên cùng 
một mặt phẳng toạ độ. 


b) Cho biết phép tịnh tiến biến đồ thị hàm số ƒ¡ thành đồ thị hàm số ƒ›. 


Bài đọc thâm : 
(PHÉP TỊNH TIẾN HỆ TOẠ ĐỘ 


Ta biết rằng đồ thị của một hàm số bao giờ cũng gắn với một hệ toạ độ nhất định. Ví 
dụ, đồ thị của hàm số y = x là đường phân giác (2) của góc phần tư 1 và II trong hệ 
toạ độ Oxy. Ta hãy xét một hệ toạ độ mới Ø, trong đó gốc O' của nó, đối với hệ toạ 
độ Øxy, có toạ độ (xọ ; yọ) ; các trục X'X và Y'Y song song cùng hướng và cùng đơn vị 
theo thứ tự với trục xx và yy (h.2.15). Câu hỏi đặt ra là trong hệ toạ độ mới ấy, liệu 
(#) có còn là đồ thị của hàm số y = X nữa hay không ? Nếu không thì nó sẽ là đồ thị 
của hàm số nào ? 

Có thể thấy rẵng : Nếu Ø' ¿ (2), có nghĩa là 
(4) khöng đi qua gốc toạ độ mới thì (4) khöng 
thể là đồ thị của hàm số Y = X. Tuy nhiên, 
trong trường hợp tổng quát, muốn biết (z) là 
đồ thị của hàm số nào, ta cần tìm hiểu mối 
quan hệ giữa các toạ độ cũ và mới của mỗi 
điểm trong mặt phẳng. 

Gọi 4 là một điểm tuỳ ý. Đối với hệ toạ độ 
Oxy, M có toạ độ là (x; y). Đối với hệ toạ độ 
OX, toạ độ của M là (X; Y). Ta cần tìm mối 
quan hệ giữa (x : y) và (X: y). Để ý 


OM = 00'+0'M. Hình 2.15 


20. 


21. 


22 


k 
„ 


Về toạ độ, từ đẳng thức vectơ ở trên, ta có 


Íx=X+»: - 

| @) 
y=Ÿƒ+. 

Đó là công thức đổi toa đô bởi phép tịnh tiến hệ toạ độ theo vectd ØØ'. 


Giả sử (G) là đồ thị của hàm số y = ƒ+) đối với hệ toạ độ Oxy. Muốn biết (G) là đồ thị 
của hàm số nào đối với hệ toạ độ Ø'XY, ta phải tìm quan hệ giữa x và y. Muốn vậy, 
thay thế x và y trong hệ thức y = /() bởi công thức (*), ta có 


Y+ yụ =/#X + xụ) hay Y = ƒfX+ xạ) - vụ. 


Vậy đối với hệ toạ độ Ø'f, (G) là đồ thị của hàm số Y = ƒ(X+ xạ) - yụ. 


Luyện tập 


Có phải mỗi đường thẳng trong mặt phẳng toạ độ đều là đồ thị của một hàm 
số nào đó không 2 Vì sao 2 

a) Tìm hàm số y = ƒ{x), biết rằng đồ thị của nó là đường thẳng đi qua điểm 
(—2: 5) và có hệ số góc bằng —l,5 ; 

b) Vẽ đồ thị của hàm số tìm được. 

Tìm bốn hàm số bậc nhất có đồ thị là bốn đường thẳng đôi một cắt nhau tại 
bốn đỉnh của một hình vuông nhận gốc Ø làm tâm đối xứng, biết rằng một 
đỉnh của hình vuông này là A(3 ; 0). 

Gọi () là đồ thị của hầm số y= 2| v | 

a) Khi tịnh tiến (G) lên trên 3 đơn vị, ta được đồ thị của hầm số nào ? 

b) Khi tịnh tiến (0) sang trái 1 đơn vị, ta được đồ thị của hàm số nào ? 

e) Khi tịnh tiến liên tiếp (G7) sang phải 2 đơn vị, rồi xuống dưới l đơn vị, ta 
được đồ thị của hàm số nào 2 

Vẽ đồ thị của hai hàm số sau trên cùng một mặt phẳng toạ độ và nêu nhận xét 
về quan hệ giữa chúng : 


a)y=l|x-2|; b) y=|x|- 3. 


a 
œ 


25. 


26. 


§ 


1. 


Một hãng taxi quy định giá thuê xe đi mỗi kilômét là 6 nghìn đồng đối với 
10 km đầu tiên và 2,5 nghìn đồng đối với các kilômét tiếp theo. Một hành 
khách thuê taxi đi quãng đường x kilômét phải trả số tiền là y nghìn đồng. Khi 


đó, y là một hàm số của đối số v, xác định với mọi x > 0. 


a) Hãy biểu diễn y như một hàm số bậc nhất trên từng khoảng ứng với đoạn 
[0 ; 10] và khoảng (10 ; +). 
b) Tính #8),#(10) và 418). 


e) Vẽ đồ thị của hàm số y = ƒ(v) và lập bằng biến thiên của nó. 


Cho hàm số y= 3| x— I 


—|2x+2|. 

a) Bằng cách bỏ dấu giá trị tuyệt đối, hãy viết hàm số đã cho dưới dạng hàm 
số bậc nhất trên từng khoảng. (Hướng dân. Xét các khoảng hay đoạn 
(C®@;~—1), [C1 ; 1) và [1 ; +)). 


b) Vẽ đồ thị rồi lập bảng biến thiên của hàm số đã cho. 


HÀM SỐ BẬC HAI 


Định nghĩa 


'Tập xác định của hàm số bậc hai là IR, 


Hàm số bậc hai là hàm số được cho bằng biểu thức có dạng 
»= a2 + bV +, trong đó a, b, c là những hằng số với a # 0. 


Hàm số y= a? {a# 0) mà chúng ta đã học ở lớp dưới là một trường hợp riêng, 
của hàm số bậc hai và có đồ thị là một parabol. 

Trong bài này, chúng ta sẽ thấy rằng : Nếu tịnh tiến parabol y= &ễ một cách 
thích hợp thì ta sẽ được đồ thị của hàm số y = ax? + by + e, Do đó, đồ thị hàm 


SỐ y= đa” + by te cũng gọi là một parabol. 


2. Đô thị của hàm số bậc hai 
a) Nhắc lại về đỏ thị hàm số y = ax” (z # 0) 
Ta đã biết, đồ thị hàm số y = (ng (z# 0) là parabol (Pạ) có các đặc điểm sau : 
1) Đỉnh của parabol (Pạ) là gốc toạ độ O ; 
2) Parabol (Pạ) có trục đối xứng là trục tung ; 
3) Parabol (Pạ) hướng bề lõm lên trên khi ¿ > 0 và xuống dưới khi z < 0. 


Chẳng hạn, hình 2.16 là parabol y = 2 hình 2.17 là parabol y= _ 


¬ 
Hình 2.16 Hình 2.17 


b) Đồ thị hàm số y= axF + bx + e (z# 0) 


Ta đã biết 


2 2 
avV2+by+c= | x + TẾ D vi: — +€ 
a 4a?) 4a 
[ b ] bÉ - 4ac 
=al##+—| — 
2u 4a 
Do đó, nếu đặt , Œ) 

2 Đ. ss A 
A=b -4aác,p= —— vàq=-— 
2a 4a 


¬ h3 2 ⁄ 
thì hàm số y = øxX“ + bv + e có dạng, 
2 
y= a(x- p +dq. 


Gọi (Pạ) là parabol y = ax”. Ta thực 
hiện hai phép tịnh tiến liên tiếp 


Hình 2.18 


như sau ; 


ta 
lv) 
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— Tịnh tiến (Pạ) sang phải p đơn vị nếu p > 0, sang trái |p| đơn vị nếu p < 0, ta 
được đồ thị hàm số y= đ(v— pÌ. Gọi đồ thị này là ŒP\). 


— Tiếp theo, tịnh tiến (P¡) lên trên ¿ đơn vị nếu ¿ > 0, xuống dưới 


4| đơn vị 
nếu g < 0, ta được đồ thị hàm số y = a(v — p° + 4. Gọi đồ thị này là (P). 
Vậy (P) là đồ thị của hàm số y= a)+ by +, 

Ta nhận thấy (P\) và (P) đêu là những hình "giống hệt" parabol (Pạ) (hình 2.18 
ứng với trường hợp p > 0, ¿ > 0). 


Hl| Biết rằng trong phép tịnh tiến thứ nhất, dĩnh O của (Pạ) biến thành đỉnh !¡ của 


(P\). Từ đó, hãy cho biết toa độ của r, và phương trình trục đối xứng của (P\). 


H2| Trong phép tịnh tiến thứ hai, đỉnh ï của (P,) biến thành đỉnh ï của (P). Tìm toạ 
độ của ï và phương trình trục đối xứng của (P). 


Kết luận 
Đồ thị của hàm số y = a2 + by + e (ä # 0) là một parabol có đỉnh 


A š $ ñ LẠ Ø. Š 
I Kn ‡——|. nhận đường thăng x= ——— làm trục đối xứng và 
q q 


hướng bê lõm lên trên khi a > 0, xuống dưới khỉ a < 0. 


Trên đây, ta đã biết đồ thị của hầm số y = đa + bi +e (z # 0) cũng là một 
parabol "giống" như parabol y = da, chỉ khác nhau về vị trí trong mật phẳng. 
toạ độ. Do đó trong thực hành, ta thường vẽ frực fiếp parabol y = a2 + bể +c 


mà không cần vẽ parabol y= a2, Cụ thể, ta làm như sau : 


— Xác định đỉnh của parabol ; 

~ Xác định trục đối xứng và hướng bề lõm của parabol ; 

— Xác định một số điểm cụ thể của parabol (chẳng hạn, giao điểm 
của parabol với các trục toạ độ và các điển đối xứng với chúng 
qua trục đối xứng) ; 

— Căn cứ vào tính đôi xứng, bề lõm và hình dáng parabol để "nối" 
các điểm đó lại. 


3. Sự biến thiên của hàm số bậc hai 


Từ đồ thị của hàm số bậc hai, ta suy ra bảng biến thiên sau đây. 


y=ax #tbx+c 
(a<0) 


y= a+bx+c 
(z>0) 


Như vậy : 
: h 1 b Ẫ Lộ 2 
Khi a > 0, hàm số nghịch biến trên khoảng (—® ; =6 Sử đồng biến 
q 


trên khoảng Ha :+ ) và có giá trị nhỏ nhất là = khi x= ải 
2a 4a 2a 


Khi a < 0, hàm số đồng biến trên khoảng (=® ; ¬% nghịch biến 
ạ 


trên khoảng ca. ¡ +9) và có giá trị lớn nhất là ca khi x= c, ñ 
2a ú 2a 
Ví dụ. Áp dụng kết quả trên, hãy cho biết sự biến thiên của hàm số 
Ỷ.= —x2+ 4v— 3. 
Vẽ đồ thị của hàm số đó. 
Giảï. Ta tính được BÓP, =2 và = =1. 
2a 4a 
Vậy đồ thị của hàm số y= — +2+ 4v — 3 là parabol có đỉnh /(2 ; 1), nhận đường 
thẳng x = 2 làm trục đối xứng và hướng bề lõm xuống dưới. 
Từ đó suy ra hàm số đồng biến trên khoảng (—ø ; 2), nghịch biến trên khoảng, 
(2;+»). 
"Ta có bảng biến thiên : 


x —œ P) +œ 


Bảng biến thiên này cho thấy hàm số có giá trị lớn nhất là 1 khi x = 2. 


Để vẽ đồ thị, ta lập bằng toạ độ của một số 
điểm thuộc đồ thị như sau 


x0 1 2 34 
y|-3 0 1 0 -3 


"Nối" các điểm đó lại, ta được parabol 
y= —x” + 4x — 3 như hình 2.19, 


Nhận xét. Ta cũng có thể vẽ đồ thị của 


hàm số y= la? +bx+ d tương tự như 
cách vẽ đồ thị của hàm số y = |ax + ĐÌ. 
Chẳng hạn, để vẽ đồ thị hàm số 


y= |¬? + 4v 3|, ta lần lượt lầm như sau 
(h.2.20): 


s Vẽ parabol (Pq) : —! +4x- 3; 


» Vẽ parabol (P;) : y= -(—Ÿ + 4x — 3) 
ảng cách lấy đối xứng (P¡) qua trục Øx. 


"¬`ˆ ` 


s Xoá đi các điểm của (P0 và (P2) nằm ở 
phía dưới trục hoành. 


Hình 2.20 


H3| Cho hàm số y =+” + 2v — 3 có đồ thị là parabol (P). 


8) Tìm toạ độ đỉnh, phương trình trục đối xứng và hướng bề lõm của (P). Từ đó suy ra 
sự biến thiên của hàm số y= x” + 2x ~ 3. 
b) Vẽ parabol (P) 


©) Vẽ đồ thị của hàm số y= |Ÿ + 2x - 3|. 


Gâu húi và hài tập 
27. Cho các hàm số : 
a)y= -x—3 n1 b)y=(v— 3)2; 
c)y= X2a?+1 H đ)y==x2 (x+ LẺ. 


Không vẽ đồ thị, hãy mô tả đồ thị của mỗi hàm số trên bằng cách điển vào 
chỗ trống (...) theo mẫu : 
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31. 


— Đỉnh của parabol là điểm có toạ độ ... 
— Parabol có trục đối xứng là đường thẳng ... 


— Parabol có bề lõm hướng (lên trên / xuống dưới) ... 


Gọi (P) là đồ thị của hàm số y= øv” + e. Tìm ø và e trong mỗi trường hợp sau : 


a) y nhận giá trị bằng 3 khi x = 2, và có giá trị nhỏ nhất là —l ; 


b) Đỉnh của parabol (P) là 740 ; 3) và một trong hai giao điểm của (P) với trục 


hoành là A(-2 ; 0). 


Gọi (P) là đồ thị của hàm số y= đ(v — mỹ. Tìm z và mw trong mỗi trường, 


hợp sau : 


a) Parabol (P) cố đỉnh là W—3 ; 0) và cắt trục tung tại điểm M(0 ; —5) ; 


b) Đường thẳng y = 4 cắt (P) tại hai điểm A(-—I ; 4) và B@ ; 4). 


Viết mỗi hàm số cho sau đây thành dạng y= ø(v— p}” + g. Từ đó hãy cho biết 


đồ thị của nó có thể được suy ra từ đồ thị của hàm số nào nhờ các phép tịnh 


tiến đồ thị song, song với các trục toạ độ. Hãy mô tả cụ thể các phép tịnh 


tiến đó : 

a)y=xf— 8x+ 12; b) y=~3v2— 12x +9, 
Hàm số y= ~2v2 ~ Ay + 6 có đồ thị là parabol (P). 

a) Tìm toạ độ đỉnh và phương trình trục đối xứng của (P). 

b) Vẽ parabol (P). 


c) Dựa vào đồ thị, hãy cho biết tập hợp các giá trị của x sao cho y > 0. 


Luyện tận 


dị - gÌJ73 › N 1 - 
Với mỗi hàm số y= — 42+2x+ 3 và y= Pa +x-4,hãy 
a) Vẽ đồ thị của hàm số ; 
b) Tìm tập hợp các giá trị x sao cho y > Ô; 
e) Tìm tập hợp các giá trị của x sao cho y< 0. 


33. Lập bảng theo mẫu sau đây rồi điển vào ô trống các giá trị thích hợp (nếu có). 


Hàm số có giá trị 


Hàm số lớn nhất / nhỏ nhát khi x9 | GiáMjlớnnhất | Giátrị nhỏ nhất 
y=312—6x+7 
y=-5x2~ 5x +3 


6x+9 


~2+4v— 


34. Gọi (P) là đồ thị của hàm số bậc hai y = để + bự +, Hãy xác định dấu của 
hệ số z và biệt số A trong mỗi trường hợp sau : 
a) (P) nằm hoàn toàn ở phía trên trục hoành ; 
b) (P) nằm hoàn toàn ở phía dưới trục hoành ; 


e) (P) cắt trục hoành tại hai điểm phân biệt và đỉnh của (P) nằm phía trên 


trục hoành. 


bà 


Vẽ đồ thị rồi lập bảng biến thiên của mỗi hàm số sau : 
a) y=l2+/Bx| : b) y=-aA72+2lxl+3; 
e) y=0,547-lx~1l+1, 


46. Vẽ đồ thị của mỗi hàm số sau : 


ấ l 
—x+l nếu x<-l —(x+3)Ở nếu x<-l, 
a) y= › ` b) y= 20g) 
—w“+3 nếu x>-l; 2 tiết %.-Ì, 


% 
_ 


Bài toán bóng đá 

Khi một quả bóng được đá lên, nó sẽ đạt đến độ cao nào đó rồi rơi xuống. Biết 
rằng quỹ đạo của quả bóng là một cung parabol trong mặt phẳng với hệ toạ độ 
Oth, trong đó í là thời gian (tính bằng giây), kể từ khi quả bóng được đá lên ; J 
là độ cao (tính bằng mét) của quả bóng. Giả thiết rằng quả bóng được đá từ độ 
cao 1/2 m. Sau đó Í giây, nó đạt độ cao 8,5 m và 2 giây sau khi đá lên, nó ở 
độ cao 6 m(h.2.21). 
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a) Hãy tìm hàm số bậc 
hai biểu thị độ cao Ù 
theo thời gian / và có 
phần đồ thị trùng với 
quỹ đạo của quả bóng 
trong tình huống trên. 

b) Xác định độ cao lớn 
nhất của quả bóng (tính 
chính xác đến hàng 
phần nghìn). 
e) Sau bao lâu thì quả bóng sẽ chạm đất kể từ khi đá lên (tính chính xác đến 
ng phần trăm) 2 


Hình 221 


38. Bài roán về cổng Ac-vxØ(Arch) 

Khi du lịch đến thành phố Xanh Lu-i (Mì), ta sẽ thấy một cái cổng lớn có hình 
parabol hướng bề lõm xuống dưới, đó là cổng Ac-xơ. Giả sử ta lập một hệ toạ 
độ Øxy sao cho một chân cổng đi qua gốc Ø như trên hình 2.22 (x và y tính 
ăng mét), chân kia của cổng ở vị trí (162 ; 0). Biết một điểm ẤM trên cổng có 
toạ độ là (10 ; 43). 

a) Tìm hàm số bậc hai có đồ thị chứa cung parabol nói trên. 


b) Tính chiều cao của cổng (tính từ điểm cao nhất trên cổng xuống mặt dất, 


ầm tròn kết quả đến hàng đơn vị) 


4 


21p 19 x 
Cổng Ac-vơ d MT Hình 222 


6l 
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MỘT SỐ HÌNH ẢNH ĐƯỜNG PARABOL TRONG THỰC TẾ 


Parabol là một đường cong đơn giản nhưng rất đẹp. Bởi vậy, chúng ta có thể thấy nó 
xuất hiện trong nhiều công trình kiến trúc ở Việt Nam và trên thế giới. 

Ngoài ra, parabol còn có nhiều tính chất lí thú mà chúng ta sẽ nghiên cứu trong 
Hình học. 


Câu treo Bình Thành 


tên tuyến quốc lộ 19 nối thành phố Huế 
với huyện miễn núi A-lưới. 


Ảnh VNTTX. 


Bểphun nước ở Tuân Châu, Câu A-ra-bi-Äa ở Poóc-tô Bô Đào Nha. 
tỉnh Quảng Ninh 


Câu húi và hài tập ôn tập chương II 


39. Với mỗi câu hỏi sau đây, hãy chọn phần kết luận mà em cho là đúng. 
a) Trên khoảng (—I ; 1), hàm số y = ~2v + 5 
(A) Đồng biến ; (B) Nghịch biến ; (C) Cả hai kết luận (A) và (B) đều sai. 
b) Trên khoảng (0; 1), hàm số y = x+2v—-3 
(A) Đồng biến ; (B) Nghịch biến ; (C) Cả hai kết luận (A) và (B) đều sai. 
e) Trên khoảng (—2 ; 1), hàm số y = x+2x-3 


(A) Đồng biến ; (B) Nghịch biến ; (C) Cả hai kết luận (A) và (B) đều sai. 


40. a) Tìm điều kiện của z và b, sao cho hàm số bậc nhất y= ứx + Ð là hàm số lẻ. 


b) Tìm điều kiện của ø, b và c, sao cho hàm số bậc hai y= œ\ + bx + c là hàm 
số chẩn. 


4I. Dựa vào vị trí đồ thị của hàm số y= đ + by +, hãy xác dịnh dấu của các hệ 
số đ, b, c trong mỗi trường hợp dưới đây (h.2.23) : 


k ỷ y Ù 
0 H 
L2) + 2 *% 
Ø E1 
D) b) D) ® 


Hình 2.23 


42. Trong mỗi trường hợp cho dưới đây, hãy vẽ đồ thị của các hàm số trên cùng, 
một mặt phẳng toạ độ rồi xác định toạ độ giao điểm của chúng : 


a)y=x-l vày=A— 2x-1; 
b)y=-v+ 3 và y= x2— 4x +1 h 
c)y=2v- 5 và y=xŸ —=4x- 1. 

43. Xác định các hệ số ø, b và e để cho hàm số y = axX? + bự +c đạt giá trị nhỏ 
nhất bằng, : khi x= 5 và nhận giá trị bằng 1 khi x = 1. Lập bảng biến thiên 
và vẽ đồ thị của hàm số đó. 
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44. Vẽ đồ thị của các hàm số sau rồi lập bảng biến thiên của nó : 


ƒ2 Y nếuy<0 
a) y=Ex-2l; b) y= b l 

la — xnếu vx >0 ; 
c)y= bó | { đ)y=x|x|= 2v-l. 


45. Trên hình 2.24, điểm M chuyển 
động trên đoạn thắng AX. Từ M, kẻ 
đường thẳng song song với AB, cắt 
một trong ba đoạn tháng BC, DE, 
£G tại điểm N. Gọi % là diện tích 
của miền tô đậm nằm ở bên trái MN. 
Gọi độ dài đoạn AM là x (0 < x < 9). 
Khi đó, S là một hàm số của x. Hãy 
nêu biểu thức xác định hàm số %(v). 


46. Bài toán tàu vũ trụ Hình 2.24 


Khi một eon tàu vũ trụ được phống 
lên Mặt Trăng, trước hết nó bay vồng, 
quanh Trái Đất. Sau đó, đến một 
thời điểm thích hợp, động cơ bắt đầu 
hoạt động đưa con tàu bay theo quỹ 
đạo là một nhánh parabol lên Mặt 
Trăng (trong hệ toạ độ Oxy 
như trên hình 2.25, x và y tính 
bằng, nghìn kilômét). Biết rằng khi 
động cơ bắt đầu hoạt động, tức là 
khi x = 0 thì y = -7. Sau đó, y = =4 “Hình 2.23 
khi x = 10 và y= 5 khi x = 20. 


a) Tìm hàm số bậc hai có đồ thị chứa nhánh parabol nói trên. 


H.H 


b) Theo lịch trình, để đến được Mặt Trăng, con tàu phải đi qua điểm (100 ; y) 
với y= 294 + I,5. Hỏi điều kiện đố có được thoả mãn hay không ? 


CZ ĐHƯƯI1IG THỈIH 


Tù thuở xa xua, trong lịch sử phát triển của toán học, phương 
trình đã là vấn đề trung tâm của đại số học. Trong Đại số 10 
nâng cao, các vấn đề về phương trình và hệ phương trình bậc 
nhất và bậc hai cũng là một nội dung trọng tâm của chương 
trình. Chúng được trình bày chính xác hơn, đầy đủ hơn, hộ thống 
hơn so với lớp dưới. Trong đó, điều đáng luu ý và tương đổi khó là 
vấn đề giải và biện luận phương trình. Bởi vậy, chương này đòi hỏi 
những Kĩ năng thành thạo trong việc giải các phương trình và 
hệ phương trình bậc nhất và bậc hai trên cơ sở các phương 
pháp cơ bản mà sách giáo khoa đã cung cấp. 


65 


Ở lớp dưới, ta đã làm quen với khái niệm 


phương trình, chẳng hạn, 2v - l = A4 là 
một phương trình. Để có một cách hiểu 
mới, ta xem "2v - Ï = N " là một mệnh để 
chứa biến. Giá trị của biến x làm cho mệnh 
đề đó đúng chính là nghiệm của phương 
trình. Sau đây, chúng ta sẽ định nghĩa 
phương trình theo quan điểm đó. 


ĐẠI CƯƠNG VỀ PHƯƠNG TRÌNH 


MỆNH ĐỀ 
CHỮA BIẾN 
#) = g&) 


IPHUONG TRÌNH 
#4) =gfx) 


1. Khái niệm phương trình một ẩn 
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DỊNH NGHĨA 


Cho hai hàm số y= ƒQ0 và y = g0 có tập xác định lần lượt là 9; 
và 9„. Đặt 9 = 9¬ 9), 

Mệnh đề chứa biến "ƒ(x) = g(x)" được gọi là phương trình một ẩn ; 
x gọi là ẩn số (hay ẩn) và ®) gọi là tập xác định của phương trình. 


Số xụ € 9 gọi là một nghiệm của phương trình ƒ(x) = ø(*) 
nến "ƒ(vạ) = g(ạ)" là mệnh đề đúng. 


CHÚ Ý 1 

Để thuận tiện trong thực hành, ta không cần viết rõ tập xác định ® 
của phương trình mà chỉ cần nêu điều kiện để x e ®, Điều kiện đó 
gọi là điểu kiện xác định của phương trình, gọi tắt là điều kiện của 
phương trình. 

Để đơn giản, ta coi các hàm số được nói đến trong bài này đều 
được cho bằng biểu thức. Vậy theo quy ước về tập xác định của 
hầm số cho bởi biểu thức, điều kiện của phương trình bao gồm các 
điều kiện để giá trị của ƒ{+) và g(x) cùng được xác định và các điều 
kiện khác của ẩn (nếu có yêu cầu). 


Ví dụ I 


+l =3 x-2/+1 >0, 


a) Điều kiện của phương trình 
sấ ¬ lên soẾ ¬" `... 
b) Khi tìm nghiệm nguyên của phương trình 2 - — =*x , ta hiểu điều kiện 
^ 


của phương trình là x e Z4, v# 0 vàx >0 (hay x nguyên dương). n 
CHÚ Ý 2 
1) Khi giải một phương trình (tức là tìm tập nghiệm của phương trình), 
nhiều khi ta chỉ cần, hoặc chỉ có thể tính giá trị gần đúng của 
nghiệm (với độ chính xác nào đó). Giá trị đó gọi là nghiệm gân 
đúng của phương trình. 
Chẳng hạn, bằng máy tính bỏ túi, ta tính nghiệm gần đúng (chính 
xác đến hàng phần nghìn) của phương trình xÖ=7là x# I ,013. 


2) Các nghiệm của phương trình ƒ(v) = (+) là hoành độ các giao 
điểm của đồ thị hai hàm số y = ƒfx) và y= g(+). 


Phương trình tương đương 
Ta đã biết : Hai phương trình (cùng ẩn) được gọi là /ơng đương nếu chúng có 


cùng một tập nghiệm. Nếu phương trình ƒt(x) = ø¡(x) tương đương với phương 
trình Ø(x) = ø(v) thì ta viết 


#i®)= si) © 6) = ø (3v). 
[HỊ Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai ? 


8) ÄJxT—1=2ŸI—x ©x-1=0. 
b)x+ x=2=1+Aăx-2 ©x=l. 


©lÌ=1l ©x=l1. 


« Khi muốn nhấn mạnh hai phương trình có cùng tập xác định 9 (hay có cùng 
điều kiện xác định mà ta cũng kí hiệu là 9) và tương đương với nhau, ta nói 

— Hai phương trình tương đương với nhau /rên 9, hoặc 

— Với điều kiện ©®, hai phương trình tương đương với nhau. 

Chẳng hạn với x > 0, hai phương trình #=lvàx=l tương dương với nhau. 
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« Trong các phép biến đổi phương trình, đáng. chú ý nhất là các phép biến đổi 
không làm thay đổi tập nghiệm của phương trình. Ta gọi chúng là các phép 
biến đổi tương đương. Như vậy 
Phép biến đổi tương đương biến một phương trình thành phương 
trình tương đương với nó. 
Chẳng hạn, việc thực hiện các phép biến đổi đồng nhất ở mỗi vế của một 
phương trình và không thay đổi tập xác định của nó là một phép biến đổi 
tương đương 
Dưới đây là định lí về một số phép biến đổi tương đương thường dùng. 


ĐỊNH LÍ 1 


Cho phương trình f0 = g@) có tập xác định ® ; y = h(v) là một 
hàm số vác định trên ® (h(x) có thể là một hằng số). Khi đó trên 
9, phương trình đã cho tương đương với mỗi phương trình sau : 
DO) +) = g0) +) ¡ 

2)#+) h@) = g@œ) h@) nếu h©Q # Ö với mọi x e 9), 


Chứng minh. Ta chứng mình cho kết luận thứ nhất. Kết luận thứ hai được 
chứng minh tương tự. 

Thật vậy, cả ba hàm số ƒ, ø, và h đều xác định trên 9 nên nếu xạ thuộc 9 thì 
4o). gŒạ) và h(xạ) là những số xác định. Do đó, áp dụng tính chất của đẳng 
thức số, ta có : 

ƒqe) = gŒo) © ƒ@) + hạ) = g(xạ) + hÓxg). 

Diều đó chứng tỏ rằng nếu xạ là nghiệm của phương trình này thì cũng là 
nghiệm của phương trình kia và ngược lại. Vậy hai phương trình ƒ(x) = g(v) 
và ƒ(Y) + h(v) = g(Y) + h(x) tương đương với nhau. n 
Từ định lí trên, ta dễ thấy : Hai quy tác biến đổi phương trình đã học ở lớp 


dưới (quy tắc chuyển vế và quy tác nhân với một số khác 0) là những phép 
biến đổi tương đương. 


H¿j Mỗi khẳng định sau đúng hay sai ? 


a) Cho phương trình 3v+xx-2 = x°. Chuyển vx~-2 sang vế phải thi được phương 
trình tương đương. 


b) Cho phương trình 3v+vd—2 = A2+xÏx-2. Lược bỏ x-2 Ö cả hai vế của 
phương trình thì được phương trình fưong đương. 
Phương trình hệ quả 


Ví dụ 2. Xét phương trình 
⁄x=2—x, Œ) 


Bình phương hai vế, ta được phương trình mới 


4-Ay+xể. (2) 


Tập nghiệm của (1) là 5¡ = {1}. của (2) là S2= {I ; 4}. Hai phương trình (1) 
và (2) không tương đương. Tuy nhiên, ta thấy S;  ®¡ ; trong trường hợp này, 
ta nói (2) là phương rrình hệ quả của phương trình (1). H 
"Tổng quát, 

fi(*) = g¡@9 gợi là phương trình hệ quả của phương trình 

#0 = s@) nếu tập nghiệm của nó chứa tập nghiệm của phương 

trình f(x) = ø(*). 
Khi đó, ta viết 

#)= s9) >0) = g3). 


Từ định nghĩa này, ta suy ra : Nếu hai phương trình tương đương thì mỗi 
phương trình đều là hệ quả của phương trình còn lại. 


Trong ví dụ 2, giá trị x = 4 là nghiệm của (2) nhưng không là nghiệm của (1). 
Ta gọi 4 là nghiệm ngoại lai của phương trình (1). 
H3| Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai 2 


a)ằ-2=l=x-2=l. 
N\C 


Trong các phép biến đổi dẫn đến phương trình hệ quả, ta thường sử dụng phép 
biến đổi được nêu trong định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 2 


Khi bình phương hai vế của một phương trình, ta được phương 
trình hệ quả của phương trình đã cho. 


ƒ#u) = ge) = Ƒ GP = [sG)P. 


4. 
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CHÚ Ý 

1) Có thể chứng mỉnh được rằng : Nếu hai vế của một phương trình 
luôn cùng dấu thì khi bình phương hai vế của nó, ta được phương 
trình tương đương. 


2) Nếu phép biến đổi một phương trình dẫn đến phương trình hệ 
quả thì sau khi giải phương trình hệ quả, ta phải / ai các nghiệm 
tìm được vào phương trình đã cho để phát hiện và loại bỗ nghiệm 
ngoại lai. 
Ví dụ 3. Giải phương trình |y- l|=x- 3. 
Giải. Bình phương hai vế, ta được phương trình hệ quả 
42~2v+1=a2— 6y +9, 
Giải phương trình này, ta được x = 2. Thử lại, ta thấy 2 không phải là nghiệm 
của phương trình đã cho. Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. Imị 


Phương trình nhiều ẩn 


Trong thực tế, ta còn gặp những phương trình có nhiều hơn một ẩn. Đó là các 


phương trình dạng # = G, trong đó # và GŒ là những biểu thức của nhiều biến. 
Chẳng hạn, 

24+ 4xy-y)=-v+2y+3 @) 
à một phương trình hai ẩn (x và y) ; 

x+y+zZ=307 (4) 
à một phương trình ba ẩn (x, y và z). 
Nếu phương trình hai ẩn x và y trở thành mệnh đề đúng khi x = xạ và y = yọ 
(với xạ và yụ là số) thì ta gọi cặp số (xụ ; yụ) là một nghiệm của nó. Chẳng 
ạn, cập số (I ; 0) là một nghiệm của phương trình (3). 

Khái niệm ngiưệm của phương trình ba ẩn, bốn ẩn,... cũng được hiểu tương tự. 
Chẳng hạn, bộ ba số (1 ; I ; 1 ) là một nghiệm của phương trình (4). 


Đối với phương trình nhiều ẩn, các khái niệm tập xác định (điều kiện xác 
định), tập nghiệm, phương trình tương đương, phương trình hệ quả,... cũng, 
tương tự như đối với phương trình một ẩn. 


5. Phương trình chứa tham số 


Chúng ta còn xét cả những phương trình, trong đó ngoài các ẩn còn có những, 
chữ khác. Các chữ này được xem là những số đã biết và được gọi là fhzm số. 


Chẳng hạn, phương trình ø + 2) = 3x — 1 (với ẩn x) là một phương trình chứa 
tham sốm. 

Tìm tập nghiệm của phương trình mx+2=1—m (với m. là tham số) trong mỗi 
trường hợp: a) m=0 ; b) m0. 


Rõ ràng nghiệm và tập nghiệm của một phương trình chứa tham số phụ thuộc 
vào tham số đó. Khi giải phương trình chứa tham số, ta phải chỉ ra tập nghiệm 
của phương trình tuỳ theo các giá trị có thể của tham số. Để nhấn mạnh ý 
đó, khi giải phương trình chứa tham số, ta thường nói là giửi và biện luận 
phong trình. 


Câu hồi và hài tập 


1. Tìm điều kiện xác định của mỗi phương trình sau rồi suy ra tập nghiệm của nó : 


b) 3x-vx-2=2-x+6 ; 
đ)x+ jx—I =\-x. 


2. Giải các phương trình sau : 
a)x+Xx-l=2+ lỆ - b) x+ Vxv—l =05+ Vx—l; 
_ 3 3 


3 
©) ——=-~ ; d—— 
2dx-5_ x-5 
3. Giải các phương trình sau : 


"..... 


Ạ x1 x~? Ạ 
e)(@2-3x+2)Alx=3 =0; 4) =x—2)Ax+1 =0. 

4. Giải các phương trình sau bằng cách bình phương hai vế của phương trình : 
a) lv=3 = đ9~2x ¡ b) Vx—I =v=3; 
©)2x-l|=x+2; đ)|x-2|=2z- I. 

7I 


§ 


PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 
VÀ BẬC HAI MỘT ẤN 
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Ta đã biết cách giải : 

— Phương trình bậc nhất (ẩn x) là phương trình có dạng øx + b= 0 
(a và b là hai số đã cho với a# 0) ; 

— Phương trình bậc hai (Ẩn x) là phương trình có dạng AŸ + by +e= 0 
(a, b và e là ba số đã cho với a # 0) ; A= b— 4ac gọi là biệt thức, A' = bP— ae 
(với b= 2P' ) gọi là biệt thức rhu gọn của phương trình bậc hai. 

Trong bài này, chúng ta sẽ nghiên cứu cách giải và biện luận các phương trình 
bậc nhất và bậc hai có chứa tham số. 


Giải và biện luận phương trình dạng ax + b= 0 


Kết quả giải và biện luận phương trình dạng øy + b = 0 được nêu trong. 
bảng sau đây. 


1)az#0 : Phương trình có một nghiệm duy nhất .v = =. h 
a 


2)a= 0 và b#0: Phương trình vô nghiệm. 
3)a= 0 và b=0;: Phương trình nghiệm đúng với mọi v 6 R. 


Ví dụ I. Giải và biện luận phương trình sau theo tham số 
mẦx+2=x+2m. Œ) 
Giải. Ta biến đổi tương đương 
(ID) © mỄy— x = 2m — 2 
Ẳ© (m°~ 1)v= 20n~— l). đa) 
Xét các trường hợp sau đây. 
1) Khi m# + [ (tức là m# l và m # —I), ta cố m°~ | #0 nên (1a) có nghiệm 
._ 20n-=l)_ 2 
x=————-——- 
m °—1  m+I1 


Đó là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho 


2) Khi m = 1, phương trình (1a) trở thành 0v = 0 ; phương trình này nghiệm 


đúng với mọi x € ïR nên phương trình (1) cũng nghiệm đúng với mọi x  ÏR. 


3) Khi m = —1, phương trình (1a) trở thành 0v = -4 ; phương trình này vô 
nghiệm nên phương trình (I) cũng, vô nghiệm. 


Kết luận 
Ẹ _ 2 Sở $4fÊ) XE 2 
mỉ # +T : (1) có nghiệm. = —— | tập nghiệm là 9 = h 
m+I m+l 
m= —I : (1) vô nghiệm (tập nghiệm là ý = Ø). 
mr= Ì: (1) nghiệm đúng với mọi x  ]R (tập nghiệm là S = IR). n 


Giải và biện luận phương trình dạng ax2+bx+e= 0 


Kết quả giải và biện luận phương trình dạng, đẺ + bv+e= 0 được nêu trong, 
bằng sau đây. 


1)a=0: Trở về giải và biện luận phương trình bx + e = Ö. 


2)a#0: 
« Á >0: phương trình có hai nghiệm (phân biệt) 


—b—NA „ =b+X4A 
#=—— và í=——: 
2a 2a 
b 
s® A=0: phương trình có một nghiệm (kép) x= ——— ; 


2a 
« A <0: phương trình vô nghiệm. 


Trong trường hợp nào thi phương trình av? + bx + c = 0 - 
a) Có một nghiệm duy nhất ? 

b) Vô nghiệm 2 

Ví dụ 2. Giải và biện luận phương trình sau theo tham số 


nà — 20n —2)x + m — 3 = 0, (2) 
Giải. Với m = 0, phương trình (2) trở thành 4+ — 3 = 0; nố có nghiệm v = - 


Với im # 0, (2) là phương trình bậc hai với biệt thức thu gọn là 
A'=(m-— 3Ý — m(m — 3)= 4— m. 


T4 


Do đó : 
— Nếu m > 4 thì A' < 0 nên (2) vô nghiệm ; 

ở é AŸ 2 § =2 _ 1 
— Nếu mì = 4 thì A' = 0 nên (2) có một nghiệm .v = —- b 
m 
— Nếu m < 4 và m # 0 thì A' > 0 nên (2) có hai nghiệm 


_ m~2-w4-m vỗ He m—2+44—m 


„" Mì 


Kết luận. 
mì >4: (2) vô nghiệm ; 


m =0: (2) có nghiệm x = Ÿ h 


0zm<4: (2) có hai nghiệm v = ——— 


(hai nghiệm này trùng nhau và bằng 5 khi = 4). 


I:P] Giải và biện luận phương trình (x~ 1)(x— mà +2)=0 theo tham số m. 


Ví dụ 3. Cho phương trình 

3v+2= =—..... a. (3) 
Bằng đồ thị, hãy biện luận số nghiệm của phương trình (3) tuỳ theo các giá trị 
của tham số a. 
Giải. Trước hết, ta đưa phương trình (3) về dạng 

X '+2x+2= d. 4) 
Số nghiệm của phương trình (3) cũng là số nghiệm 
của phương trình (4) và bằng số giao điểm của parabol 
(Œ):y= x2+2v+2 với đường thẳng (đ) : y= a. Quan 
sát đồ thị (h.3.1), ta thấy đỉnh của parabol (P) là điểm 
M(-I ; 1), khi ø thay đổi thì đường thắng (d) cũng 
thay đổi nhưng luôn song song (hoặc trùng) với trục 
hoành. Từ đó, ta suy ra : 
— Với a < I, phương trình (3) vô nghiệm (đường, thắng (đ) và parabol (P) 
không có điểm chung) ; 


Hình 3.1 


~ Với a= 1, phương trình (3) có một nghiệm (kép) (đường thẳng (¿) tiếp xúc 
với parabol (P)) ; 

= Với z > 1, phương trình (3) có hai nghiệm (đường thẳng (4) cắt parabol (P) 
tại hai điểm phân biệt). IBÌ 


CHÚ Ý 
Khi viết phương trình (3) dưới dạng. x+3v+2=x+a.ta thấy kết 


quả trên còn cho biết số giao điểm của parabol y= x”+ 3x + 2 với 
đường thẳng y= x + ứ. 


3. Ứng dụng của định lí Vi-ét 


« Ở lớp dưới, chúng ta đã học định lí Vi-ét đối với phương trình bậc hai. 


Hai số xị và x; là các nghiệm của phương trình bậc hai 
ax? +bx+c= 0 


khi và chỉ khi chúng thoả mãn các hệ thức 


_. ... -: 
Ai + X ==— VÀ XjX; =—: 
a a 


Định lí Vi-ét có nhiều ứng dụng quan trọng, chẳng hạn như : 


1) Nhẩm nghiệm của phương trình bậc hai ; 

2) Phân tích đa thức thành nhân tử : 

Nếu đa thức ƒ(x) = aXẺ + bà + e có hai nghiệm xị và xạ thì nó có thể phân tích 
thành nhân tử ƒ{x) = a(x = xị)(x — x;) (xem bài tập 9) ; 

3) Tùn hai số biết tổng và tích của chúng : 

Nếu hai số có tổng là S và tích là P thì chúng là các nghiệm của phương trình 
A°—v+P =0. 


H3 [ Có thể khoanh một sợi dãy dài 40 cm thành 


một hình chữ nhật có diện tích s cho trước trong 
mỗi trường hợp sau đây được hay không ? 


A)3=99 em”; b)s=100cm°; œ)s=101 cm”. 


« Sau đây, ta sẽ tìm hiểu một ứng dụng quan 
trọng khác của định lí Viét là xéf dấu các 


nghiệm của phương trình bậc hai. ó 


Định lí Vi-ét cho phép ta nhận biết dấu các nghiệm của một phương trình bậc 
hai mà không cần tìm các nghiệm đó. Ta có nhận xét sau đây. 


T5 
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Nhận xét 
Cho phương trình bậc hai ax? + bv + c= 0 có hai nghiệm vị và xạ 


(xị <x;). Đặt $= cà? và P= <, Khi đó : 
a a 


— NếuP<0thì xị <0 <x; (hai nghiệm trái dấu) ; 
— NếuP > 0và S > 0thì 0<xị <x; (hai nghiệm dương) ; 


— NếuP >0vàŠ < 0thì xị <x; <0 (hai nghiệm âm). 


Ví dụ 4. Phương trình (-42)+?-2(I+42)x+2= 0cóø=1- 42<0 


và e=.42»0 nên <0. 


Vậy phương trình đó có hai nghiệm trái dấu. n 


CHÚ Ý 
“Trong, ví dụ 4, cã hai kết luận phương trình có hai nghiệm và hai 
nghiệm đó trái dấu đều được suy ra từ < 0. 
"Trường hợp P > 0, ta phải tính A (hay A') để xem phương trình có 
nghiệm hay không rồi mới tính % để xác định dấu các nghiệm. 
Ví dụ §. Xét dấu các nghiệm của phương trình sau (nếu có) 
(-3)”+2(L-3)x+1= 0. Œ® 
Giải. Ta có 
a=2-AB >0và e=1»0  P>0; 
A= (-3} -(s-43)= 2-d3—A' >0 (vậy (*) có hai nghiệm phân biệt) ; 
a= 2-43 >0và = =~(L=3)= V3-1>0=s>0, 
Do đó, phương trình đã cho có hai nghiệm dương. IBÌ 
Với mỗi phương trình cho trong a) và b) dưới đây, hãy chọn khẳng định đúng 
trong các khẳng định đã cho. 


a) Phương trình -0,5x? +2/7x + 1,5 = 0 


(A) Có hai nghiệm trái dấu ; (B) Có hai nghiệm dương ; 
(C) Có hai nghiệm âm ; (D) Vô nghiệm. 
b) Phương trình 4° ~ (j2 +v3)x + ý6 = 0 
(A) Có hai nghiệm trái dấu ; (B) Có hai nghiệm dương ; 
(C) Có hai nghiệm âm ; (D) Vô nghiệm. 
e Việc xét dấu các nghiệm của phương trình bậc hai giúp ta xác định được số 
nghiệm của phương trình trùng phương. 
Ta đã biết, đối với phương trình trùng phương, 
a + by2+c= 0, (@® 
nếu đặt y = x” (y > 0) thì ta đi đến phương trình bậc hai đối với y 
ay +by+c=0. (5) 


Do đó, muốn biết số nghiệm của phương trình (4), ta chỉ cần biết số nghiệm 


của phương trình (5) và dấu của chúng. 


[Hs] Mỗi khẳng định sau đây đúng hay sai ? 
a) Nếu phương trình (4) có nghiệm thì phương trình (5) có nghiệm ; 
b) Nếu phương trình (5) có nghiệm thì phương trình (4) có nghiệm. 


Ví dụ 6. Cho phương trình 
A2v1 - 20/2 - x3)? - V2 =0. (6) 


Không giải phương trình, hãy xét xem phương trình (6) có bao nhiêu nghiệm ? 


Giải. Đặt y= +Ÿ (y> 0), ta đi đến phương trình 
2y? - 26/2 - \3)y- x12 =0. Œ) 


Phương trình (7) có ø = ⁄2 >0 và e= -VlI2 <0 nên có hai nghiệm trái 


dấu. Vậy phương trình (7) có một nghiệm dương duy nhất, suy ra phương 
trình (6) có hai nghiệm đối nhau. n 


TT 
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Câu húi và hài tận 


Xem các bài giải sau đây và cho biết mỗi bài giải đố đúng hay sai. Vì sao ? 


(x-2)\(x-l) x-2 x-2 b 
a) =0 @œ-I)=0 =0 hoặc Yx- l=0. 
z-I 4x-I 4x-I 
"Ta có = =0 €©x=2;x-l=Ũ ©x=l. 


x" 


Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là ÿ= {I ; 2}. 
b) {a?-2=l—-x© x'-2=(l=zŸf «©Ằa7—-2=I-2v+x2 


©2:+=3c©x= ễ 
8 ` ma ` 3 
Vậy phương trình có một nghiệm .v = Đi 
Giải và biện luận các phương trình : 
a) 0„° + 2)x~ 2m= x —3; b) mỆY —m)= x+m =2; 
c) m(x —m +3) = m(x —2)+ 6; d) mễ(x —l)+m = x(3m — 2). 


Dựa vào hình 3.1 (trang 74), tìm các giá trị của z để phương trình (3) cho 
trong ví dụ 3 có nghiệm dương. Khi đó, hãy tìm nghiệm dương của (3). 


Giải và biện luận các phương trình : 

a) ứn— 2+ 3v— 1=Ø;: 

) x —-4x+m—3= 0. 

a) Giả sử phương trình 2 +bv+c= 0 (z # 0) cố hai nghiệm là x và x¿. 
Chứng mình rằng ta có thể phân tích 2+ by +c= d(x =1) —32). 

b) Áp dựng. Phân tích các đa thức sau thành nhân tử : 

ƒ#@)=-2Ÿ- 7x +4 và g@)= (j2+19)x?-2(2+1)x+2. 

Không giải phương trình x~2v l5 = 0, hãy tính : 


a) Tổng các bình phương hai nghiệm của nó ; 


b) Tổng các lập phương hai nghiệm của nó ; 
e) Tổng các luỹ thừa bậc bốn hai nghiệm của nó. 


Hướng dẫn. vị + W) = In + XÃ #=ø N X2 


11. Trong các khẳng định sau đây, có duy nhất một khẳng định đúng. Hãy chọn 
khẳng định đúng đó. 


Phương trình ( = lo tự +8 (I = %3) =0: 
(A) Vô nghiệm ; 


(B) Có hai nghiệm xé (+v5)[(22- te/3 - 1| : 
(C) C6 bốn nghiệm x =+> (-v5)|{s3-1ej5—1| và x=+A 3 ; 


(D) Có hai nghiệm x= +x/3. 


GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 
BẰNG MÁY TÍNH CASIO ƒx - 500A/% 


Máy tính CASIO # - 500M9 có thể giúp ta tìm nghiệm đúng hoặc nghiệm gần đúng 
(với chín chữ số thập phân) của phương trình bậc hai œv”+bx+c =0 với các hệ số 
bằng số. 

Để giải phương trình øx” +-0x + c = 0, trước hết ta ấn các phím [MODE| [MODBỊ [1| |>| [3 
để vào chương trình giải. Sau đó, ta nhập từng hệ số bằng cách ấn phím tương ứng 


với hệ số đó và phím 


" 


* Để giải phương trình 2x” - 5x- 3= 0, ta ấn lần lượt các phím sau : 


IMODE| [MODE| [1 bè] |2|2 |=| ||5 |=Ì [—|3Ì= 


Khi đó, kết quả là x, = 3. Ấn tiếp phím |=], ta được x„ =— 0,5. 


* Để giải phương trình 9x” 12x +4 = 0, ta ấn lần lượt các phím sau : 


IMODE| |MODE| l1ị |p| |2| 9 [={ |C)|12 I=] 4|= 


Khi đó, kết quả là x 0.666 666 666. Ấn tiếp hai phím |SHIFT| |a7e|, ta được x = h 


Đó là nghiệm kép của phương trình. 
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* Để giải phương trình 5+” +4+ +1 = 0, ta ấn lần lượt các phím sau : 
IMODE| |MODE| [H| |>| |2| 5 


4l=|lÌ= 


Khi đó, trên màn hình xuất hiện giá trị x¡ = -0.4 cùng với kí hiệu # 7 ở góc trên 
bên phải. Điều đó có nghĩa là phương trình đã cho không có nghiệm thực. 


» Để giải phương trình x? +5,3x - I,46 = 0, ta ấn lần lượt các phím sau : 


_IMODE| |MODEỊ [1 |>| |2 


3,3|=| |(—)| 1.46 


Khi đó, kết quả là x¡ z 0,262 473 175. Ấn tiếp phím |=], ta được xạ  —5,362 473 176. 
Đó là các nghiệm gần đúng của phương trình. 


Luyện tập 


Giải và biện luận các phương trình sau 0z là tham số) : 

a) 20n + 1)ý— mỆx — L)= 2 + 3; b) mề (x—1)+ 3x = GỸ +3)x—1; 
©)30n+ l)v+4=2v+50n+l) ;ÿ đ mỄy+6= Ax+ 3m. 

a) Tìm các giá trị của ø để phương trình (p + 1)x— (v + 2) =0 vô nghiệm. 

b) Tìm các giá trị của p để phương trình ph — p= 4v~ 2 có vô số nghiệm. 
“Tính nghiệm gần đúng của các phương trình sau (chính xác đến hàng phần trăm) : 
a) xˆ— 5,60v+641=0; b) V2x7+4A3x- 242 =0. 


Tìm độ dài các cạnh của một tam giác vuông. biết rằng cạnh thứ nhất dài hơn 
cạnh thứ hai là 2 m, cạnh thứ hai dài hơn cạnh thứ ba là 23 m. 


Giải và biện luận các phương trình sau ( và & là tham số) : 
a) (m— 1)x?+ 7x — 12=0; b) mà — 2(m+3)xv+m+1=0; 
c) [@Œ& + 1)x -I]á+- I)=0; đ) @mx— 2)(2mx — x + 1) = 0. 

2 


Biện luận số giao điểm của hai parabol y = —2x+3 và y=x“ —ứm theo 


tham số 7. 
“Tìm các giá trị của m để phương trình x°~— Av +m— 1= Ö có hai nghiệm xị và 
x;¿ thoả mãn hệ thức # + =40. 


Giải phương trình x+ (4m + 1)x + 2(m — 4) = Ô, biết rằng nó có hai nghiệm 
và hiệu giữa nghiệm lớn và nghiệm nhỏ bằng 17. 


20. 


1. 


Không giải phương trình, hãy xét xem mỗi phương trình trùng phương sau đây 
có bao nhiêu nghiệm. 


a) x +8 ?+12=0 ; b)—l,5v'—2/62+1=0; 


c) (t-2)xz'+2+t-2=0 ÿ đ) = (-2)» =0. 


Cho phương trình kỶ— 2&+l)x+k+1=0. 

a) Tìm các giá trị của & để phương trình trên có ít nhất một nghiệm dương. 

b) Tìm các giá trị của & để phương trình trên có một nghiệm lớn hơn 1 và một 
nghiệm nhỏ hơn 1. đ#ướng dẫn. Đặt x= y+ l. 


MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH QUY VỀ 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HOẶC BẬC HAI 


Phương trình dạng | ax + ở | = | ex + đ| 

a) Cách giải 1 

Chúng ta đã biết | X|= | Y| € X=+ Y (với Xvà Y là hai số tuỳ ý). Tương tự, ta có 
|air+b|=|cv+dđ| ©€ av+b = +(ev+d). 

Như vậy, muốn giải phương trình | av + b|= |ev + đ|, ta chỉ việc giải hai 


phương trình ax+ b = cx+ đvà ax+b =~(cx + đ) tồi lấy tất cả các nghiệm. 
thu được. 


Ví dụ 1. Giải và biện luận phương trình 


|mx— 2|=|x+mỊ. Œ) 
Hướng dẫn. Để giải phương trình (1), ta phải giải hai phương trình : 

mx—2=Xx+mz; (la) 

my = 2= ~(v+ mì). (Ib) 


Ta có (la) ©@® 0m — l)x=m+ 2. 


8I 


+2 


Do đó, (1a) vô nghiệm khi m = [ và có nghiệm x = khi mm # I. 
HT 
“Ta có (Ib) &® (m+ l)x=—n+2. 
Do đó, (Ib) vô nghiệm khi m = —l và có nghiệm y = : khi m #—[. 
m+ 


Để kết luận về nghiệm của phương trình đã cho, ta lập bảng sau đây. 


Nghiệm của (La) | Nghiệm của (1b) |_ Nghiệm của (1) 


h odrdiđ =m+2 _ Ì 
= vô nghiệm =m= 
#Ẹ =y m+T Độ 
+2 l 
m= —] = =. vô nghiệm 
m— 2 ¿ 
m„+2 —m+2 
mz +l 
mà] m+Ì 


H1| Điền vào cột cuối trong bảng trên rồi phát biểu kết luận về nghiệm của phương 
trình (1). 


b) Cách giải 2 


cx + đ | luôn không âm nên khi bình 


Do hai vế của phương trình | ax + b |= 
hương hai vế của nó, ta được phương trình tương đương. Như vậy, có thể giải 
phương trình nêu ở ví dụ [ như sau 


(1)< (mx-— 2# =(yv+ m)` = (mỄ _ 1w ~ 6mx+4~ m°= 0. 


H2] Giải tiếp phương trình trên bằng cách xót các trường hợp im = ~l, m = L và m # +l 
rồi so sánh với kết quả thu được từ cách 1. 


2. Phương trình chứa ẩn ở mẫu thức 


r5 


Khi giải phương trình chứa ẩn ở mẫu thức, ta phải chú ý đến điều kiện xác 
định của phương trình. 
Ví dụ 2. Giải và biện luận phương trình 


mx+Ï 2. (2) 
A-I 
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Giải. Điều kiện của phương trình là x— 1 #0, tức là x # 1. Với điều kiện đó, 
ta cố 

(2) © mx+l=2(x- Ï) 

© (m-— 2)x=- 3. (2a) 
1) Với m # 2, ta có m — 2 # 0. Phương trình (2a) có nghiệm x = KH . Giá trị 
mà 
này là nghiệm của (2) nếu nó thoả mãn điều kiện x # 1. Ta có 
-_3 
m~2 


#l©-3#m-2 © m#-I. 


Do đó : 


Khi  # 2 và m # —T thì v= là nghiệm của (2) ; 


TH 


Khi m = —1 thì giá trị .x = bị loại. Phương trình (2) vô nghiệm. 


m2 


2) Với m = 2, phương trình (2a) trở thành 0v = -3. Phương trình này vô 
nghiệm nên phương trình (2) vô nghiệm. 


Kết tiận 
Khi zm #—I và mè # 2, phương trình (2) có nghiệm x = s" 
H= 
Khi  = —I hoặc m = 2, phương trình (2) vô nghiệm. n 
Ví dụ 3. Giải và biện luận phương trình 
VỄ~ 2 + Dx tồmS—2_ TT, (3) 


x2 


Giải. Điều kiện của phương trình là x— 2 > 0, hay x > 2. Với điều kiện đó, 
ta có 


sa “ “ 

Xx“— 20n+])v+6m— 2 x-2 

(3)<© ———————— 
Xx-2 


c©x?- (2m+3)x +6m =0. (3a) 


Phương trình (3a) luôn có hai nghiệm là v = 3 và x = 21. 


ụ 


* 
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— Giá trị x = 3 thoả mãn điều kiện x > 2 nên nó là nghiệm của phương trình 
(3) với mọi ”m. 


— Để giá trị x = 2m là nghiệm của (3), nó phải thoả mãn điều kiện x > 2. 
Ta có 2m >2 © m> 1. Điều đó có nghĩa là : 

— Nếu m > I thì x= 27 là nghiệm của (3) ; 

~ Nếu m < I thì x = 2 không thoả mãn điều kiện của ẩn và bị loại. 

"Tổng hợp các kết quả trên, ta đi đến kết luận : 

Khi z > 1, phương trình (3) có hai nghiệm x= 3 và x = 2 ; 


? nghà Si ấn : E) 
(hai nghiệm này trùng nhau khi  = 3) 
Khi z < 1, phương trình (3) có một nghiệm duy nhất x = 3. n 


Iik] Hãy chọn phương án trả lời đúng trong các phương án cho sau đây. 


Với giá trị nào của tham số a thì phương trình (¿ +4x + 3)Xx - a = 0 có hai nghiệm 
phân biệt ? 


(A)a<-3 ; (B)-3<a<-l ; 
()a>-l ; (D) Không có giá trị nào của a. 


0âu húi và bài tập 


Giải các phương trình : 


¿267D 1) 2_ x12 : b) 2x 5_ 5x 3. 
2x+l 2x+l #=i 3##?5 
cử vị M3 2 K8 cà vÃ 
Giải phương trình =m —m—6 trong môi trường hợp sau : 
x— 
a)m =3; b)m z 3. 
Giải và biện luận các phương trình (ø và m là những, tham số) : 
: 2 
a) |2ax+ 3|= 5; TH =nnnH: 
x”- 


Luyện tập 


25. Giải và biện luận các phương trình (m, ø và & là những tham số) : 


a)|mx—x+1|=|x+2 


S HX —m — 3 TU 4) : 
x+I x3 x+3 


26 


Giải và biện luận các phương trình sau ( và ø là những tham số): 


a) (2v+m-~ 4)(2mx~— x + m) = 0 ; b) |mx+2x- I|=|x|; 


e)@x+1)ÄJx-1=0 ; đ) = =a-2; 
#— 
ứn+1)x +im — 2 ax + 
€)——————="r; Cử, 
L3 mm 


xà 
„ 


Bằng cách đặt ẩn phụ, giải các phương trình sau : 
a) 4/2 ~ 12x - 5V4v?~12x+11 +15=0; 
b)aŸ2+4v—3|x+2|+4=0; 


I 


c) 4x? + 2x-— 
x * 


28. Tìm các giá trị của tham số sao cho phương trình sau có nghiệm duy nhất 
|imx = 2|= |x + 4|. 
29. Với giá trị nào của z thì phương trình sau vô nghiệm ? 


x+l X 


x-d+l. x+d+2 


(N Henrik Abal, 1802 — 1829) 


VÀI NÉT VỀ LỊCH SỬ PHƯƠNG TRÌNH ĐẠI SỐ 


N. Hen-rich A-ben 
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E. Ga-ba 
(E Galois, 1811 — 1832) 


Lí thuyết phương trình đại số có lịch sử rất lâu đời. Từ 2000 
năm trước Công nguyên, người Ai Cập đã biết giải các 
phương trình bậc nhất, người Ba-bi-lon đã biết giải các 
phương trình bậc hai và tìm được những bảng đặc biệt để giải 
phương trình bậc ba. Tất nhiên, các hệ số của phương trình 
được xét đều là những số đã cho nhưng cách giải của người 
xưa chứng tỏ rằng họ cũng biết đến các quy tắc tổng quát. 
Trong nền toán học cổ của người Hi Lạp, lí thuyết phương 
trình đại số được phát triển trên cơ sở hình học, liên quan đến 
việc phát minh ra tính vô ước của một số đoạn thẳng. Vì lúc 
đó người Hi Lạp chỉ biết các số nguyên dương và phân số 
dương nên đối với họ, phương trình v2 =2 vô nghiệm. Tuy 
nhiên, phương trình đó lại giải được trong phạm vi các đoạn 
thẳng vì nghiệm của nó là đường chéo của hình vuông có 
cạnh bằng I (đơn vị dài). 

Đến thế kỉ VỊI, lí thuyết phương trình bậc nhất và bậc hai được 
các nhà toán học Ấn Độ phát triển. Phương pháp giải phương 
trình bậc hai bằng cách bổ sung thành bình phương của một 
nhị thức là một sáng kiến của người Ấn Độ. Người Ấn Độ cũng 
sử dụng rộng rãi các số âm. Họ cũng đưa vào các chữ số mà 
nay ta gọi là chữ số Ả Rập với cách viết theo vị trí của các 
chữ số. 


Đến thế kỉ XVI, các nhà toán học kta-li-a là Tác-ta-gli-a (N. Tarfaglia, 1500 - 1557), 
Các-đa-nô (G. Cardano, 1501 — 1576) và Fe-ra-ri (L. Ferrati, 1522 - 1568) đã giải được 
các phương trình bậc ba và bậc bốn, tức là tìm được công thức tính nghiệm của 
phương trình qua các hệ số của nó. 

Đến đầu thế kỉ XIX, nhà toán học A-ben, người Na Uy mới chứng minh được rằng 
không thể giải phương trình tổng quát bậc lớn hơn bốn bằng các phương tiện thuần 
tuý đại số. Sau cùng, Ga-loa (nhà toán học Pháp) đã giải quyết được trọn vẹn vấn đề 
giải các phương trình đại số. 


HIỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 
NHIÊU ẤN 


Nhác lại rằng phương trình bậc nhất hai ẩn (x và y) là phương trình dạng, 

av + by= e (a, b và c là những số đã cho, d2+b°z 0). Œ) 
Ta đã biết phương trình (1) có vô số nghiệm ; trong mặt phẳng toạ độ Óxy, 
tập nghiệm của nó được biểu diễn bởi một đường thẳng gọi là đường thẳng 
ax + by = c. Chúng ta cũng đã làm quen với hệ phương trình bậc nhất hai ẩn 
và cách giải chúng bằng phương pháp cộng đại số hoặc phương pháp thế. 


Trong bài này, chúng ta sẽ nghiên cứu kĩ hơn về hệ phương trình bậc nhất 
hai ẩn. 


Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 


Cho hai phương trình bậc nhất hai ẩn øv + by= e và #x + by= 
(tức là ø^+b^ #0 và ø ”+b'“ #0). Khi đó, ta có hệ hai 
phương trình bậc nhất hai Ẩn sau : 

av+by=e 

qĐ$, " 

ax+bhy=ể£. 
Mỗi cặp số (xạ : vạ) đồng thời là nghiệm của cả hai phương trình 
trong hệ được gọi là một nghiệm của hệ. 


Giải hệ phương trình là tìm tất cả các nghiệm của nó. 


Các khái niệm hệ phương trình tương đương, hệ phương trình hệ quả cũng 
tương tự như đối với phương trình. 

Đối với hệ phương trình, chúng ta cũng có những phép biến đổi tương đương, 
tức là phép biến đổi một hệ phương trình thành một hệ phương trình khác 
tương đương với nó. Biến đổi hệ phương trình bằng cách áp dụng quy tắc cộng 
đại số hoặc quy tắc thế mà ta đã học chính là những phép biến đổi tương 
đương các hệ phương trình. 
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H†| Giải các hệ phương trình sau : 


) 2x— 5y = —I Í=2x+6y 
9, 
xrầy lš-3y»= 


«e Giả sử (d4) là đường thẳng øv + by = c và (ở) là đường thẳng a' + b'y= c. 
Khi đó (h.3.2) : 


1) Hệ (D có nghiệm duy nhất © (2đ) và (đ) cắt nhau ; 
2) Hệ (1) vô nghiệm <> (2) và (#') song song với nhau ; 
3) Hệ (1) có vô số nghiệm © (đ) và (đ) trùng nhau. 

# 


(đ, 
(4) 


a) b) ©) 
Hình 3.2 


Giải và biện luận hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 
a) Xây dựng công thức 
Xét hệ phương trình bậc nhất hai ẩn 
ax+by=€ q) 
MA ; xịn : 
a'x+b'y =c'. (@2) 
~ Nhân hai vế của phương trình (1) với b', hai vế của phương trình (2) với =b 
rồi cộng các vế tương ứng, ta được 
(ab' — ab)xv= cb' — cb, (3) 
— Nhân hai vế của phương trình (1) với —ư', hai vế của phương trình (2) với ø 
rồi cộng các vế tương ứng, ta được 


(ab' — a'b)y= ac — đc. (4 


— Trong (3) và (4), ta đặt D = aPb' - ab, D, = cb`- cb và D, = ae - ác. 
Khi đó, ta có hệ phương trình hệ guđ 

Dx=D; 
đ) "= = Dy. 
Đối với hệ (II), ta xét các trường hợp sau đây. 
)D #0, lúc này hệ (TT) có một nghiệm duy nhất 

D D, 
(&;y)= (Q> Ũ Thị @®$) 

"Ta thấy đây cũng là nghiệm của hệ phương trình (T). 


Inzl Hãy thử lại rằng (5) là một nghiệm của hệ (1) để khẳng định kết luận trên. 
2) D=0, lúc này hệ I) trở thành 
0x=D, 
0y=D l: 
- Nếu D, #0 hoặc D,,z 0 thì hệ (I) vô nghiệm nên hệ (I) vô nghiệm. 
- Nếu D, = D, = 0 thì hệ (II) có vô số nghiệm. Tuy nhiên, muốn tìm nghiệm 
của hệ (), ta phải trở về hệ (1) (do (TT) chỉ là hệ phương trình hệ quả). 


Theo giả thiết, hai số ø và b không cùng bằng 0 nên ta có thể giả sử a # 0 


(trường hợp b # 0 cũng giải tương tự). Ta có 


D=ab-ab=0=b= —b; 


ạ 
D, = ác" =. đc = 0 > & = =C 

Bởi vậy, hệ (1) có thể viết thành 

ax+by=c 

4 4 

“tax t by) = Sa, 

a a 
Do đó, tập nghiệm của hệ (T) trùng, với tập nghiệm của phương trình av + by= c 


(ta đã biết cách giải phương trình này). 
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Kết quả trên có thể tóm tắt như sau : 


ax+by=c (4? +”? 0) 
ax+bly=ec' (a2+b?” z0) 


1)D#0: Hệ có một nghiệm duy nhất (v ; y), trong đó 


2D=0: 
*® D,#0hoặc D,# 0: Hệ vô nghiệm. 
5ÖD,=D,=0: Hệ có vô số nghiệm, tập nghiệm của hệ là 
tập nghiệm của phương trình ax + by= c. 


b) Thực hành giải và biện luận 


Trong thực hành giải và biện luận hệ phương trình bậc nhất hai ẩn, định thức là 
một công cụ đem lại nhiều thuận tiện. 

Biểu thức pq'— pq. với p, q. p, j là những số, được gọi là một định thức cấp 
hai và kí hiệu là 


(chú ý cách tính 


D4 = `» ai 
ÿ' sai = pd ~ Pq). 


gOẾn 
ÿ 4] 
Như vậy, các biểu thức D, D, và D, mà chúng ta gặp khi giải hệ (I) đều là 
những định thức cấp hai : 


Ẫ a b &:. b 
D=ab—äb= „D,=cb-ec'b= 
ø'' gì ẹ 


h 


c 


a thấy trong mỗi định thức trên đều có hai hàng và hai cột. 


HA|{ a) Tìm từ thích hợp để điền vào chỗ trống : 


Trong định thức D, cột thứ nhất gồm các hệ số của... ; cột thứ hai gồm các hệ 
Số của... . 


b) Phát biểu các câu tương tự đối với D, và D,. 


"Ta có thể sử dụng định thức để giải hệ phương trình bậc nhất hai ẩn. 


Ví dụ 1. Giải hệ phương trình 


II 


5v—~2y=-~9 
4x+3y=2. 
Giải. Ta có 


5 -2 
D= =5.3-4.2)=23z0; 
4 3 
D=|  -l=C9.3-2.c9=-23 Ôn 
= “57:0 ng. cJ=n ¡ SUY TRE men 
" le 3 l D 
D=Í, -=ð,3#¬3#Ley=đối SN, 
y ly =ã. : = ¡.MYTRY TT = 


Vậy hệ phương trình có một nghiệm duy nhất (x ; y) = (—1 ; 2). 


Bằng định thức, giải hệ phương trình 
2x-3y=l3 
7Tx+4y=2. 

Ví dụ 2. Giải và biện luận hệ phương trình 
mà + y=m+l 


x+my= 2. 
Giải. Trước hết, ta tính các định thức 
1 % 
p=f” = mỄ — 1= (m— 1)(m+ 1); 
1m 
m+I T1 2 
D.= = mÉ+m— 2= (m~— l)(m + 2); 
2 m 
D,= „HỖ m+Í S2 
Mw 2 


Ta phải xét các trường, hợp sau : 
1)Dz0, tức là m # +1. Ta có 
_ Dýy (m — lim + 2) `: m+2 : 
D Œm—l)(m+1)  m +1 
D, " mm] =xi TỈ 
D_ Œ@m-lứm+UD mại 


m2 l ) 


ÿ=—=— 


Hệ có một nghiệm duy nhất (x ; y) = H 
° Bhnehi§ bị i3 ta m+1 


3. 
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2)D=0, tức làm = I hoặc m = -1. 


v Ầ ` Ki 5 x+y=2 # 
~ Nếu m = I thì D= D,= D,= 0 và hệ trở thành Ta có 
x+y=2. 
x+y=2 xeKR 
©Sxt+y=2© 
x+ry= y=2-x 
— Nếu m = —I thì D= 0, nhưng D, # 0 nên hệ vô nghiệm. 


Kết luận : 


Với mm # +1, hệ có nghiệm duy nhất (v ; y) = Ề BH) R : ) P 
' mài m+†[ 
Với mm=—I, hệ vô nghiệm ; 


Với im = 1, hệ có vô số nghiệm (x ; y) tính theo công thức 
xe 
y=2-—x. 
Ví dụ về giải hệ phương trình bậc nhất ba ẩn 
Hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn có dạng tổng quát là 
aix + hịy + e2 = đ 


đạX + bạy + cạZ = dý 


đyxX + bạy + (Z = dh, 


trong đó các hệ số của ba ẩn +, y, z trong mỗi phương trình của hệ không đồng, 


thời bằng 0. 


Giải hệ phương trình trên là tìm tất cả các bộ ba số (x ; y ; z) đồng thời nghiệm. 


đúng cả ba phương trình của hệ. 


Ví dụ 3. Giải hệ phương trình (tức là tìm tất cả các nghiệm chung của các 


phương trình trong hệ) 
x+ y+z= 2 
(HD 4 x+2y+3z 
2x+ y+3z=-I. 


Cách giải. Từ (6) ta có 
z=2-x-ÿy. 


(6) 
Œœ) 
(8) 


@) 


"Thay thế z trong (9) vào (7) và (8), ta được 
x+29+3(-x-J)=1<2x+y=5; 
2x+y+3(2-x-y)=_—l ©x+2y=7. 

“Ta thu được hệ phương trình bậc nhất hai ẩn quen thuộc 


đv) 2x+y=5 
x+2y= 1. = 


[Hs] Giải tiếp hệ (IV) để tìn x và y rồi thế vào (9) để tìm z và kết luận về nghiệm của 
hệ (). 

Nhận xét. Qua ví dụ trên, ta thấy : Nguyên tắc chung để giải các hệ phương 
trình nhiều ẩn là khử bớt ẩn để quy về giải các phương trình hay hệ phương 
trình có số ẩn ít hơn. Để khử bớt ẩn, ta cũng có thể dùng các phương, pháp 
cộng đại số hay phương pháp thế giống như đối với hệ phương trình hai ẩn. 


Giải hệ phương trình 


2v+3y—5z= l3 
4y ~2yS=3z=3 


++2y+4z=-— 


Câu húi và hài tập 


30. Cho một hệ hai phương trình hai ẩn. Biết rằng phương trình thứ hai trong hệ 
nghiệm đúng với mọi giá trị của các ẩn. Hãy chọn khẳng định đúng trong các 
khẳng định sau : 


(A) Hệ đã cho nghiệm đúng với mọi giá trị của các ẩn ; 

(B) Hệ đã cho vô nghiệm ; 

(C) Tập nghiệm của hệ đã cho trùng với tập nghiệm của phương trình thứ nhất ; 
(D) Cả ba khẳng định trên đều sai. 


31. Bằng định thức, giải các hệ phương trình : 


Syendybxg ầx+ 2y =—I 
4) b) 


7x-9y=8; 2Nj/2x+xAy=0 
3⁄2. Giải các hệ phương trình : 


2 ÂU >g 3+ y)_„ 
) x  y-l b) x—y 
a 
THÍ” BI HH 
x  y-Ì y„=& 3 


33. Giải và biện luận các hệ phương trình : 
wx-=my=0 2ax + 3y = 5 
a) ¬ bị X 
mx— y=m +1; (a+l)x+y= 0. 


Giải hệ phương trình sau (có thể dùng máy tính bỏ túi để kiểm tra kết quả — 
Xem bài đọc thêm trang 94) : 


# 


x+ y+z=ll 
2x- y+z= 5 
24. 


3x+2y+z 

35. Hình 3.3 cho một mạch điện kín. 

Biết R¡ = 0,25 ©, R;„ = 0,36 ©, 

ý = 0,45 O và U= 0,6 V. Gọi ï, 

là cường độ dòng điện của mạch 

chính, 7; và 7; là cường độ dòng 

điện của hai mạch rẽ. Tính 7¡, 7; 

và jy (chính xác đến hàng 
phần trăm). 


Hướng dẫn. Iị, tạ và Ty là nghiệm 
của hệ phương trình 


Hình 3.3 


1< eÙ 
Rị +; =U 
Rạ1, — Ral;= 0. 


Bài đọc thêm, 


GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 
BẰNG MÁY TÍNH CASIO ƒx - 5001⁄% 


Máy tính CASIO ƒt - 500% có thể giúp ta ìm nghiệm đúng hoặc nghiệm gần đúng 
(với chín chữ số thập phân) của hệ phương trình bậc nhất với các hệ số bằng số. 
1. Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 
Để giải hệ phương trình 
Jmxthiy=e, 


|aax +h;y=cạ, 


9 


ta phải vào chương trình tương ứng bằng cách ấn liên tiếp các phím [MODE| [MODE 
1Í |2|. Sau đó, nhập từng hệ số ø¡, b¡, c¡. ¿;, by, c; bằng cách ấn phím tương ứng 


với mỗi hệ số đó và phím 


Ví dụ 1. Giải hệ phương trình 


ƒ34 +y=ll 
|5x~4y=-10. 
Ta ấn lần lượt các phím sau : 
IMODEI |MODHỊ H1Ị |3 3 |=| 1 |=| 11 |z| 5 |=| | )| 4|=| |) 10 |= 
Khi đó, trên màn hình xuất hiện +x = 2. Ấn tiếp phím [=], trên màn hình xuất hiện y = 5. 
Như vậy, hệ phương trình có nghiệm duy nhất là (x ; y) = (2 ; 5). n 
Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 
2x-5y=3 
3v+4y=8. 


Ta ấn lần lượt các phím sau : 
MODEI |MODER] |1| |2{ 2 |=| || 5 |=| 3 |=| 3 |=| 4 |=| 8 |= 


Khi đó, trên màn hình xuất hiện x = 2.260 869 565. Để tìm giá trị của x dưới dạng phân 
số, ta ấn tiếp hai phím |SHITT| |d/c|, ta được x = Ÿ Ấn tiếp phím 


, tên màn 


ở S vế đề ¿món 7 
hình xuất hiện y = 0.304 347 826. Khi ấn tiếp hai phím |SHIFTỊ |d/c|, ta được y = Erụ 


và nghiệm gần 


Như vậy, hệ phương trình có nghiệm duy nhất là (+; »=( 


đúng với chín chữ số thập phân của hệ phương trình đó là 
x 2,260 869 565 
Ly 0,304 347 826. 


Ví dụ 3. Giải hệ phương trình 
5x+2N3y =7 
~x+3,43y = 15. 


Ta ấn lần lượt các phím sau : 


MODR] [MOPR [1| a] s |=[ 2 |ý | 3 [=| 7 [=[ [—)| 1 


3,43 |=| 15 |= 


Khi đó, trên màn hình xuất hiện x = -0.455 722 15. Ấn tiếp phím |=Ì, trên màn hình 


xuất hiện y = 2.678 504208. Như vậy, hệ phương trình có nghiệm duy nhất và nghiệm 
gần đúng với chín chữ số thập phân của hệ phương trình đó là 


x«=0,45572215 
y#2,678504208. 


n 


96 


Chú ý rằng hệ phương trình trên không có nghiệm hữu tỉ. Do đó, sau khi có giá trị 
gần đúng x ~ -0,45572215 (hoặc y ~ 2,678504208), nếu ta ấn tiếp hai phím 
ðHITT| |d/c| thì trên màn hình vẫn chỉ có giá trị gần đúng đó mà thôi. 


Ví dụ 4. Giải hệ phương trình 


4v+3y=8 


Ta ấn lần lượt các phím sau : 
IMODR] [MöPR] 1| BỊ 4 j=[ 3 |=] 8 [=| [| 2 [E]ICI 3 lab| 2 |=|5E 
Khi đó, trên màn hình xuất hiện Math ERROR. Điều đó có nghĩa là hệ phương trình 
vô nghiệm hoặc vô định. n 
Để xoá Math ERROR, ta ấn phím |AC|. 


2. Hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn 
Để giải hệ phương trình 

le y+€z= dị 

đạx +byy teaz = dy 

la +byy+@Z= dụ, 
ta phải vào chương trình tương ứng bằng cách ấn liên tiếp các phím 
IMODE| |MODE| |1] |3|. Sau đó, việc nhập từng hệ số ứøi, Dị, cụ, dị, đạ, bạ, cạ, dạ, dy, 
by, cy, d; cũng giống như đối với hệ phương trình bậc nhất hai ẩn. 
Hãy giải hệ phương trình sau và đối chiếu kết quả thu được với đáp số : 


| cua gaaes 
3x+4y—8z= 9 
u27 TY 
: 74 
Đáp số" (x; y;z)= _— 
p @&;y;2 s) |=i) 


Luyện tập 


Cho một hệ hai phương trình hai ẩn. Biết rằng phương trình thứ hai trong hệ 
vô nghiệm. Hãy chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau : 


(A) Hệ đã cho nghiệm đúng với mọi giá trị của các ẩn ; 

(B) Hệ đã cho vô nghiệm ; 

(C) Tập nghiệm của hệ đã cho trùng với tập nghiệm của phương trình thứ nhất ; 
(D) Cả ba khẳng định trên đều sai. 


3. 


40. 


4I. 


+ 
s» 


b3 


È 


Tìm nghiệm gần đúng của các hệ phương trình sau (chính xác đến hàng. 
phần trăm, có thể dùng máy tính bỏ túi) : 
ì xBx-y=1 T 4x+(j3-~1)y=1 
a 
5x+2y= V3; (3+ I)x+ 3y = 5. 
Một miếng đất hình chữ nhật có chu vi 2p (mét). Nếu mở rộng miếng đất 
đó bằng cách tang một cạnh thêm 3 m và cạnh kia thêm 2 m thì diện tích 
miếng đất tăng thêm 246 mỂ. Tính các kích thước của miếng đất đó (biện luận 
theo p). 
Giải và biện luận các hệ phương trình : 
x+my=l m + = 4—m 
a) ⁄ b Ẵ 
mX — 3my = 2m + 3; 2x +(m- l)y = m. 
Với giá trị nào của z thì mỗi hệ phương trình sau có nghiệm ? 
(a+l)y-y=a+l b (a+2)x+3y=3a+9 
x+(a-l)y=2; x+(a+4)y =2. 


“Tìm tất cả các cặp số nguyên (z ; Ù) sao cho hệ phương trình sau vô nghiệm : 
ax+y=2 
6x+by= 4. 
Cho hai đường thắng (đ) :x+my= 3 và (4:2) : mx + 4y = 6. Với giá trị nào 
của m thì : 
a) Hai đường thẳng cất nhau ? 
b) Hai đường thẳng song song với nhau ? 
e) Hai đường thẳng trùng nhau ? 
Giải hệ phương trình (có thể dùng máy tính bỏ túi để kiểm tra kết quả) 
x-y+z=Ï 
xy-z=l 
=x+y+z =3. 
Bài toán máy bơm nước 
Một gia đình muốn mua một chiếc máy bơm nước. Có hai loại với cùng lưu 
lượng nước bơm được trong một giờ ; loại thứ nhất giá 1,5 triệu đồng, loại thứ 
hai giá 2 triệu đồng. Tuy nhiên, nếu dùng máy bơm loại thứ nhất thì mỗi giờ 
tiền điện phải trả là 1200 đồng, trong khi dùng máy bơm loại thứ hai thì chỉ 
phải trả 1000 đồng cho mỗi giờ bơm. 
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Kí hiệu +) và g@+) lần lượt là số tiền (tính bằng nghìn đồng) phải trả khi sử 
dụng máy bơm loại thứ nhất và loại thứ hai trong x giờ (bao gồm tiền điện và 
tiền mua máy bơm). 

a) Hãy biểu diễn ƒ(+) và ø(v) dưới dạng các biểu thức của x. 

b) Vẽ đồ thị của hai hàm số y = ƒ#{v) và y = g(+) trên cùng một mặt phẳng 
†oạ độ. 


e) Xác định toạ độ giao điểm của hai đồ thị ấy. Hãy phân tích ý nghĩa kinh tế 
của giao điểm đó. 


MỘT SỐ VÍ DỤ VỀ 
HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI HAI ẨN 


=—  rưrrr 
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Để giải một hệ phương trình bậc hai với hai ẩn, ta cũng thường dùng các 
phương pháp quen thuộc như phương pháp thế, phương pháp cộng đại số và 
phương pháp đặt ẩn phụ. Tất nhiên, việc chọn phương pháp nào phụ thuộc vào 
các phương trình cụ thể. Sau đây là một số ví dụ đơn giản. 


Ví dụ 1. Giải hệ phương trình 


® x+2y=Š 
+?+2y?~2xy =5. 


Cách giải. Dùng phương pháp thế, tính x theo y từ phương trình thứ nhất rồi 
thế vào phương trình thứ hai, ta được 


q x=5-2y 
%) Ìi0y?~30y+.20= 0. 


[H1[ Giải tiếp hệ (1a) rồi suy ra nghiệm của hệ Q0). 
Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 


@) x +ay+y? =4 
xy+x+y=2. 


Cách giải. Ta có nhận xét rằng vế trái của mỗi phương trình trong hệ đã cho là 
một biểu thức đối xứng đối với x và y (nghĩa là : Khi thay thế v bởi y và y bởi x 
thì biểu thức không thay đổi). Trong trường hợp này, ta dùng cách đặt ẩn phụ 


S=x+y và P=uy. 
Khi đó, v4 Ay+ y =(+ vŸ -xy= #—P. 


Do đó, từ hệ (I), ta có hệ phương trình (ẩn là S và P) 


Ís°=P=4 
\S+P=2. 
Tố ố rẽ. h6 .xa. ẽ.. 
Dễ thấy hệ này có hai nghiệm là &c và li 
Do đó 
ŒD @ (Ha! TY T3 ngoc gp) W?32 
xy=5 b xy= 0. 


H2| Giải hai hệ phương trình (Ta) và (Ib) rồi kết luận về nghiệm của (II). 


Ví dụ 3. Giải hệ phương trình 


2 

xˆ-2x=y 

ID | Hư 
y*=2y=x: 
Cách giải. Ta có nhận xét : Trong hệ (ID, nếu thay thế đồng thời v bởi y và y 
bởi x thì phương trình thứ nhất biến thành phương trình thứ hai và ngược lại, 
phương trình thứ hai biến thành phương trình thứ nhất. 
Đối với hệ phương trình có tính chất đó, ta thường giải bằng cách trừ từng vế 
hai phương trình trong hệ. Cụ thể, đối với hệ (HI) ta trừ từng vế hai phương 
trình trong hệ và được 
GỶ~yÖ)=26~y)=-@~ y) © Œ~y@+y~ 1)=0 
ẤS© x- y=0 hoặcx+y- =0. 

Do đó 


qI) © (Ha) { 


I Xi 


* 
W x°-2x= . 


"Ta chỉ còn phải giải hai hệ (Ha) và (IIb) mà ta đã biết cách giải. 


Hj Giải các hệ phương trình (Ha) và (IIb) rồi suy ra nghiệm của hệ (II). 
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CHÚ Ý 

1) Các hệ phương trình có tính chất như trong hai ví dụ 2 và 3 được 
gọi chung là hệ phương trình đối xứng (đối với hai ẩn). 

2) Nếu một hệ phương trình đối xứng có nghiệm là (a ; b) thì nó 
cũng có nghiệm là (b ; a). Nhận xét này rất hữu ích khi gặp các bài 
toán về hệ phương trình đối xứng. 


24 ?+y=5 Đo g 

Cho hệ phương trình Ý_ ”*—** Biết rằng hệ đã cho có bốn nghiệm và hai 
2y +x=5y. 

trong bốn nghiệm đó là (2 ; 2) và KH 5 >3] Tìm các nghiệm còn lại mà không 


cần biến đổi hệ phương trình. Hãy nêu rõ cách tìm. 


Câu húi và hài tận 


45. Giải các hệ phương trình : 
x¬y=2 -5xy+y°=7 
3) rà 2 
x“+yˆ =l64; 


46. Giải các hệ phương trình : 
(2+y2+x+y= 2+y2—-x+y= x°-3x=2y 
a) x+ytxty=8 b) xty =x+y=2 số) 3 
xy+x+y=5; xy+x-y=-l; |y?-3y=2x. 
47. Tìm quan hệ giữa % và P để hệ phương trình sau có nghiệm : 
x+y=% 
xy=P. 
(S và P là hai số cho trước) 
48. Giải các hệ phương trình : 
SANG.” 2. Ø 
W = x=y =55 
Š x+yˆ =208 b) vˆ=y 
xy=96 ; bo 
49. Tìm hàm số bậc hai y= ƒ(v) thoả mãn đồng thời các điều kiện sau : 
1) Parabol y= ƒ{+) cắt trục tung tại điểm (0 ; —4). 
2)ƒ2)=6. 
3) Phương trình ƒfx) = 0 có hai nghiệm và hiệu giữa nghiệm lớn và nghiệm nhỏ 
bằng 5. 
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s "an... 
§âu húi và bài tận ôn tận phương III 
50. Phương trình dạng av+b= 0 có thể có nghiệm trong các trường hợp nào ? 


Šl1. Giả sử ba phương trình ƒf{x)sg() = 0, ƒ{+) = 0 và g3) = 0 (với cùng tập xác 
định) có các tập nghiệm lần lượt là %, S¡ và %;. Hãy chọn kết luận đúng trong 
hai kết luận sau : 


a)S=SI®; b)S=8 28%. 


ax+by=ec 


l1 
IR) 


: „(42+ b°#0 và đ” + b” + 0) có thể có 


Hệ phương trình dạng | : 
a'x+bly=e 


nghiệm trong các trường hợp nào ? 


Ỹ 
Á ổ hệ à qX + y=8” „ lủh 
Áp dụng. Tìm a để hệ phương trình ( vn nỗi nghiệm. 


x+ay=l 


33. 


Biết rằng phương trình bậc hai a2 + bx + c= 0 có một nghiệm kép xạ. Hãy 
chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau : 
(A) Tam thức bậc hai ƒ{x) = a7 + bx + c luôn có thể viết đưới dạng bình 
phương của một nhị thức bậc nhất ; 
(B) Parabol y= av2 + by + e luôn có đỉnh thuộc trục hoành ; 

- É RA `... 
(©) Phương trình cx?+ bx + a= 0 luôn có một nghiệm kép là —-: 

Xọ 

“4 


Giải và biện luận phương trình ;mữnx — 1) = x + Ï. 


SS. Cho phương trình p(v + l)— 2v= p +p~— 4. Tìm các giá trị của p để : 
a) Phương trình đó nhận l là nghiệm ; 
b) Phương trình đó có nghiệm ; 
©) Phương trình đó vô nghiệm. 


56. Ba cạnh của một tam giác vuông có độ dài là ba số tự nhiên liên tiếp. Tìm ba 


số đó. 


57. Cho phương trình (0m — _“ +2r-1=0. 


a) Giải và biện luận phương trình đã cho. 
b) Tìm các giá trị của m sao cho phương trình đó có hai nghiệm trái dấu. 


e) Tìm các giá trị của zm sao cho tổng các bình phương hai nghiệm của phương 
trình đó bằng l 


10I 


58. 


39. 


60 


61. 


63. 


64. 
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Với giá trị nào của ø thì hai phương trình sau có nghiệm chung ? 
P) "..Ắ „ 
A“+x+ø=0 và x“+ax+l=0, 


Cho các phương trình : 


x2+3x—mm+ =0, q) 2—x+1—2p=0. (2) 
a) Biện luận số nghiệm của mỗi phương trình đã cho bằng, đồ thị. 
b) Kiểm tra lại kết quả trên bằng phép tính. 
Giải các hệ phương trình : 
ø 
đổ Đ) ` yỳ R xy= 
x“y+xyˆ=0. 

Giải và biện luận các hệ phương trình : 
NỔ mx+3y= m—Ì Ð) 5x+(œ-2)y=a 

2x+(m-—l)y=3; (a+3)x+(a+3)y= 2a. 
Giải và biện luận các hệ phương trình : 
g) x+y=4 Đ 3x-2y=l 

XE; x°+yˆ?=m. 


Tìm 4z, b và e để parabol y= aÝ” + bự + e có đình là điểm 1(1 ; =4) và đi qua 
điểm M(2 ; -3). Hãy vẽ parabol nhận được. 

Cho tam giác ABC có BC = a, CA = b và AB = c. Lấy một điểm M ở giữa B 
và C. Qua M, ta kẻ các đường thẳng ME và ME lần lượt song song với các 
cạnh AC và AB (E e AB. F e AC). Hỏi phải lấy điểm ÉM cách Ö bao nhiêu để 
ME+ MF =1 ( là độ dài cho trước) ? Biện luận theo Ÿ, ø, Ð và c. 


HT BñI1B THỨ VÀ 
Chương. HBỐT ĐHƯƠIB TRÌNH 


X =® *⁄ %5 +œ 


y=ƒfJ| - 0 + 0- 


Bất đẳng thức và bất phương trình là những khái niệm mà 
chúng ta đã làm quen ở lớp dưới. Chương này sẽ hoàn thiện 
hơn các khái niệm đó, đồng thời cung cấp cho chúng ta những 
kiến thúc mới như vấn đề xét dấu của nhị thúc bậc nhất và dấu 
của tam thúc bậc hai. Chúng có nhiều ứng dụng quan trọng trong 
việc giải và biện luận các phương trình và bất phuơng trình. 
Chúng ta cần nắm vũng các kiến thức đó, đồng thời ròn luyện 
kú năng áp dụng chúng để giải các bài toán trong khuôn khổ 
của chương trình. 
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BẤT ĐẲNG THỨC : 
§ VÀ CHỨNG MINH BẤT ĐĂNG THỨC 


1. Ôn tập và bổ sung tính chất của bất đẳng thức 
Giả sử a và b là hai số thực. Các mệnh đề " > b", "a < b","a >b", "ạ< ÿb" 
được gọi là những bấf đẳng thức 
Cũng như các mệnh đề lôgie khác, một bất đẳng thức có thể đứng hoặc sdi. 
Chứng minh một bất đẳng thức là chứng minh bất đẳng thức đó đúng. 
Dưới đây là một số tính chất đã biết của bất đẳng thức. 


a>b và b>c=>a>ec 


a>b«€©a+c>b+c 
Nếu c > 0 thì ø > b © ae >bc. 
Nếu c< 0 thì ø >b © ác <bc. 


Từ đó ta có các hệ quả sau : 


a>b và c>d=>a+ec>b+d; 
a+c>b<‹€©a>b-c;, 
a>b>0 và e>d>U>ac>bd; 


a>b>0 và neNÑ* => a'`»b"; 
a>b>0 © đa >4 ; 
a>b<© HH > ‡h. 
Ví dụ I. Không dùng bảng số hoặc máy tính, hãy so sánh hai số 4/2 + 2/3 và 3. 
Giải. Giả sử TT + NI <3. Do hai vế của bất đẳng thức đó đều dương nên 
M2 +A4R<3© (5+3 <9 G©s+2/6<9 
© 2/6 <4 46 <2 © 6<4,vô lí, 


Vậy 42 + V3 >3. n 
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Nếu A, B là những biểu thức chứa biến thì "4 > 8" là một mệnh đề chứa biến. 
Chứng minh bất đẳng thức A > B (với điều kiện nào đó của các biến), nghĩa là 
chứng minh mệnh đề chứa biến A > 8 đúng với tất cả các giá trị của các biến 
(thoả mãn điều kiện đó). 


Từ may, ta quy ước : Khi nói ta có bất đẳng thức A >8 (rong đó A và B là 
những biểu thức chứa biến) mà không nêu điều kiện đối với các biến thì ta 
hiểu rằng bất đẳng thức đó xảy ra với mọi giá trị của biến thuộc lR. 
Ví dụ 2. Chứng minh rằng x?>2(x-I). 
Giải. x) >2(x—U) @ x?>2x—-2 @ a?—2x+2>0 
© 4?7-2x+l+I>0 © (x—+1>0. 
Hiển nhiên (x — ĐỂ +1 >0 với mọi v nên ta có bất đẳng thức cần chứng minh. 
Ví dụ 3. Chứng minh rằng nếu ø, ở, e là độ dài ba cạnh của một tam giác thì 
(b+e—=a)(c+a—b)(a+b~— e) <abc. 
Giải. Ta có các bất đẳng thức hiển nhiên sau : 
42>a?—(b—e@Ÿ= (a=b+e(a+b— ©) 
b?>b”-(—a)=(b-e+a\(+e-a) 
e >c?-(a-b)ˆ= (e—œ+}X(e+ a~ b). 


Do z,b, e là độ dài ba cạnh của một tam giác nên tất cả các vế của các bất 
đẳng thức trên đều dương. Nhân các vế tương ứng của ba bất đẳng thức trên, 
ta được 


d2bc? > (b + e— 4) (e +a— ta +j~ `. 


Lấy căn bậc hai của hai vế, ta được bất đẳng thức cần chứng minh. n 


Bất dẳng thức về giá trị tuyệt đối 


Từ định nghĩa giá trị tuyệt đối, ta suy ra các tính chất sau đây. 


-la| < asla| với mọi ø e RR. 


|x|<œ«&>-#<x<a (với a>0). 


|x|>a£©x< -a hoặc x > ø (với a > 0). 


Sau đây là hai bất đẳng thức quan trọng khác về giá trị tuyệt đối (viết dưới 


dạng bất đẳng thức kép). 


|al= |b|<|a +b| <|a|+ |b| (với mọi a, b e R). 


Ta chứng mỉnh bất đẳng thức |z+?| ố |z| + |b | “Thật vậy 
|a+2| Kế |a| + È| - (a + b)< ä”+2|a| +? 
© d2+2ab+ bẺ < a +2|a| +bˆ © ab< |z| : 


Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng nên ta có bất đẳng thức cần chứng minh. 


Sử dịing hất đẳng thif: vừa chứng minh và đẳng thức |a| = |a + b+ (—b)|_ để 
chứng mình bất đẳng thức |a|~|b|<|ä+»|. 

3. Bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân?” 
a) Đối với hai số không âm 


Ta đã biết 


b ẻ -ðt đấu (Độ 
là trung bình cộng của hai số ø và b. Khi z và b không âm 


thì Vab gọi là trung bình nhân của chúng. Ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Với mọi a >0, b > 0 ta có 


S220 Đ PT 


2 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ø = b. 


Nói cách khác, trung bình cộng của hai số không âm lớn hơn hoặc bằng trung 
bình nhân của chúng. Trung bình cộng của hai số không âm bằng trung bình 


nhân của chúng khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau. 


(1) Người ta còn gọi là bất đẳng thức Cô-si (Augustin-Louis Cauchy, 1789 ~ 1857). 
106 


Chứng minh. Với a >0, b >0, ta có 


=— ~ Ýab = -(a+b~ 2Ja8) E ; da - Xb)? >0. 
Do đó - - 
= > Aab. 
Đẳng thức xây ra khi và chỉ khi li - xh? =0, tức là a = b. IRÌ 
H2| Trong hình 41, cho AH = a, BH = b_ Hãy tính 


các đoạn OD và C theo u và b. Từ đó suy ra bất 
đẳng thức giữa trung bình công và trung bình nhân 
của a và b. 


Ví dụ 4. Chứng minh rằng nếu ¿, b, c là ba số 
dương bất kì thì 


a+b b+c của 


L rp >6. 
e L b 
Giải. Ta có Hình 4.1 
a+tb b+c c†+a_ a b b .c.c a 
+ +——-=—-+—-+—+—t~+— 
eø a b ¿6 da aä b b 
a b be c.a 
=Ì =+—I+|—+—| +|T—+— 
b a e b ae 
>2/|2-2 +2 ° P.0 l5 2 ng n 
ba cñb ae 
HỆ QUẢ 


Nếu hai sấ chương thay đổi nhưng cá tổng khâng đẩi thì tích của 
chúng lớn nhất khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau. 
Nếu hai số dương thay đổi nhưng có tích không đổi thì tổng của 
chúng nhỏ nhất khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau. 


Chứng mình. Giả sử hai số dương x và y có tổng x + y= % không đổi. Khi đó, 


v2 
x+y 1  . 
— È xjXy nên xy < Em Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi v = y. 


` 


`... Ýgïa 
Do đó, tíchxy đạt giá trị lớn nhất bằng, E5 khi và chỉ khi x 
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Giả sử hai số dương x và y có tích xy= P không đổi. Khi đó 


=2 > xà = XP nên x+ty> 2P. 


2 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x= y. Do đó, tổng x + y đạt giá trị nhỏ nhất 
bằng 2-ÝP' khi và chỉ khi v = y. n 


ỨNG DỤNG 


Trong tất cả các hình chữ nhật có cùng chu vì, hình vuông có điện 
tích lớn nhất. 

Trong tất cả các hình chữ nhật có cùng diện tích, hình vuông có 
chu vỉ nhỏ nhất. 


Ví dụ §. Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒfx) = x + si với x>0. 


n 3 
Giải. Do x > 0 nên ta có ƒ(Y)=v+ — 32 
*x 


0= 23 ©œx= Ö xe AB, 


x* 


Vậy giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒ{+) = x + Ÿ váix> 0là #WB) = 23. 
x 


b) Đối với ba số không âm 


+b+ ‹ ¡ 4Ÿ 
Ta đã biết ng là trung bình cộng của ba số ø, b, e. Ta gọi Äabe là 


trung bình nhân của ba số đó. Người ta cũng chứng minh được kết quả tương 
tự định lí trên cho trường hợp ba số không âm. 


Với mọi ø >0, b> 0, c >Ö, ta có 


a+b+e 
————" 


3 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a= b= e. 


Nói cách khác, rung bình cộng của ba số không âm lớn hơn hoặc bằng trung 
bình nhân của chúng. Trung bình cộng của ba số không âm bằng trung bình 
nhân của chúng khi và chỉ khi ba số đó bằng nhau. 


Ví dụ 6. Chứng minh rằng nếu ø, Ð, c là ba số dương thì 


(a+b+c) z2) >9, 
a b c 


Khi nào xây ra đẳng thức 2 
Giải. Vì a,b, c là ba số dương nên 


a+b+c> 3Ä abe (đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ø = b= c) và 


Su ải cố bia t— (sả thức xảy ra khi và chỉ khi đớn ) 
à b è abc a be 


Do đó (a+b+c) (-z+;) >34fábc 3j_— =9, 
a b ée abe 


, =b=e 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi | 1.1. 1 


ä B. 6 


Vậy đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi œ= b= c. H 


Hi Phát biểu kết quả tương tự hệ quả ỏ phần a) cho trường hợp ba số dương. 


ly lì n 
âu húi và bài tập 
Ụ k  Ể # n n.: 
Chứng minh rằng, nếu z > ở và ab >0 thì — < cm 
a 
Chứng minh rằng nửa chu vi của một tam giác lớn hơn độ dài mỗi cạnh của tam 
giác đó. 
Chứng minh rằng. da? +bˆ+c? > ab + be + ca với mọi số thực a, Ù, c, 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ø= b= . 
Hãy so sánh các kết quả sau đây : 
a) V2000 + 42005 và 42002 + 2003 (không dùng bảng số hoặc máy tính) ; 
bì 2+2+4a+4 và /a+Ala+6 (a>0). 


109 


10 


" 
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Chứng minh rằng, nếu ø > 0 và b > 0 thì „ +—> nh 


l 
a b a+b, 


Chứng minh rằng, nếu z >0 và b >0 thì aŠ + bŠ 3 ab(a + b). Đẳng thức 
xảy ra khi nào ? 

a) Chứng minh rằng 4? +ab+b2 >0 với mọi số thực a, b. 

b) Chứng minh rằng với hai số thực đ, b tuỳ ý. ta có a + bf > aŸb + abŠ, 
Chứng minh rằng, nếu zø, b, e là độ dài các cạnh của một tam giác thì 

2 


42 + b2 + c2 < 2(ab + be + ca). 


Chứng minh rằng, nếu ø > 0 và b > 0 thì 
a+b da +bP d+pĐ 


x 


2 2 À 


Da `. 


1+x l+y 


Ja-¿|_ . lai. _lél 
1+la-b|`1+|a| 1+|b|' 


a) Chứng minh rằng, nếu x > y > 0 thì 


b) Chứng minh rằng đối với hai số tuỳ ý ø, b, ta có 


Chứng minh rằng : 


a) Nếu a, Ð là hai số cùng dấu thì mở >Ø.: 
ạ 


_ Ÿ".. tố b 
b) Nếu ø, ở là hai số trái dấu thì PứP <-2, 
a 


Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒ(v)= (v+3)(Ố- v) với 


8X So: 


“Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒ(v)= v+ với x»>Ï 


Bài đọc thêm 


BẤT ĐẲNG THỨC BU-NHI-A-CỐP-XKIŒ) 


1. Bất đẳng thức Bu-nhi-a-cốp-xki đối với hai cặp số thực 
Với hai cặp số thực (a,b) và (x,y) ta có 

tay +by)” < (ˆ + b)Q2 + y?). 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi øy = bv. 


Chứng minh. 
Dễ dàng chứng minh đẳng thức sau : 


(áx + by)” + (ay = bá)” = (g7 + bJ@” + yŸ). 
Mặt khác, do (zyT— bx)” > 0 nên 
(av+b, vỶ +(ay— bú? >(ax+b. v`. 
Từ đó suy ra bất đẳng thức cần chứng minh. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỈ khi øy - bx = 0, tức là zy = bx. 


Chú ý. Khi xy # 0, điều kiện ay = by còn được viết dưới dạng “ = La 
ở 9» 


2. Bất đẳng thức Bu-nhi-a-cốp-xki đối với hai bộ ba số thực 
Có thể chứng minh kết quả sau : 
Với hai bộ ba số thực (z, ø›, ¿3),( bị, bạ, bạ), ta có 
(ah +asba + agba)” S (vệ + dộ + a7 )(bỆ + bệ + bệ) 


Nếu ø¡ b› bạ # 0 thì đẳng thức xây ra khi và chỉ khi ĐT, V0 ải, 


Ví dụ. Chứng minh rằng nếu a2+2p?+9c?= 3 thÌ a+2b +9c<6. 


Giải. Ta có (4+2b+9e)ˆ = (a.1 +2b.42 +3‹3)° 


<Iu?+ @2 b)”+ (3e) "12+ (2)? + 31= 12 (42 + 2b” + 9c”) = 36, 
Vivậy a+2b+9«<6. 


(1) Viktor Yakovlevich Bunyako vsky (1804— 1889), nhà toán học Nga. 


14. 


15. 


16 


17. 


18. 


19. 


20. 
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Luyện tập 


Chứng minh rằng nếu ø, b, e là ba số dương thì 

SỀ VỆ S2 HH 

b e a 
Một khách hàng đến một cửa hàng bán hoa quả mua 2 kg cam đã yêu cầu 
cân hai lần. Lần đầu, người bán hàng đặt quả cân I kg lên đĩa cân bên phải 
và đặt cam lên đĩa cân bên trái cho đến khi cân thăng bằng và lần sau, đặt 
quả cân 1 kg lên đĩa cân bên trái và đặt cam lên đĩa cân bên phải cho đến khi 
cân thăng bằng. Nếu cái cân đĩa đó không chính xác (do hai cánh tay đòn 
dài, ngắn khác nhau) nhưng quả cân là đúng 1 kg thì khách hàng có mua 
được đúng 2 kg cam hay không 2 Vì sao ? 


Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 0, ta có : 


1 l | | 
a) + + Than €L 
12 23 34 nín + l) 
Hướng dẫn. V tết . 1 . ha, cà nh. 
12 9). 23 2 3 
lì l | 
}12 2T 5 GA Ta ĐÓ 


Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
A=wx-I+4- x. 
Chứng minh rằng với mọi số thực a, b và c, ta có 
(a+b+e)ˆ < 344” +b2 + c2). 


Chứng minh rằng nếu øz, b, c, đ là bốn số không âm thì ——— 


4 
) >abcd. 


Chứng minh rằng : 


a) Nếu x2 + y? =1 thì | vty|<2 ; b) Nếu 4v- 3y = 15 thì x2 + y” > 9. 


§ ĐẠI CƯƠNG VỀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH 


1. Khái niệm bất phương trình một ẩn 


DỊNH NGHĨA 

Cho hai hàm số y= f[x) và y= g(x) có tập xác định lần lượt là 9), 
và SIM Đặt 9= 9¬ TẾ 

Mệnh đề chứa biển có một trong các dạng ƒx) < 3), 
A > g4), fx) ŠS 3x), Ñx) 3 g(x) được gọi là bất phương trình 
một ẩn ; x gọi là ẩn số (hay ẩn) và ® gọi là tập xác định của 
bất phương trình đó. 

Số xạ 6 9 gợi là một nghiệm của bất phương trình ffx) < g(9) 


nến ffxạ) < xạ) là mệnh đề đúng. 


Khái niệm "nghiệm" cũng được định ngiĩa tương tự cho các bất phương trình dạng. 
#2) > s6), /@) < sG) và /0) > s63). 


Giải một bất phương trình là tìm tất cả các nghiệm (hay tìm đập nghiệm) của 
bất phương trình đó. 


CHÚ Ý 
"Trong thực hành, ta không cần viết rõ tập xác định 9 của bất 
phương trình mà chỉ cần nêu điều kiện để x e ®, Điều kiện đó gọi 


là điều kiện xác định của bất phương trình, gọi tắt là điều kiện của 
bất phương trình. 


Hị Biểu diễn tập nghiệm của mỗi bất phương trình sau bởi các kí hiệu khoảng 
hoặc đoạn : 
a)—0,5v>2; b)kk| <1. 
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Dưới đây, chúng ta chỉ nói tới bất phương trình dạng ƒ{x) < g(+). Đối với các bất 
phương trình dạng ƒx) > s(x), ƒ( < s(x) và ƒ( > ø(+), ta cũng có các kết quả 
tương tự. 


Bất phương trình tương đương 


ĐỊNH NGHĨA 


Hai bất phương trình (cùng ẩn) được gọi là tương đương nếu 
chúng có cùng tập nghiệm. 
Nến fiCÒ < gI() tương đương với ƒ›(1) < g;(1) thì ta viết 


#ị@) < ø@) ©® ñÁx) < g (3). 


H2| Các khẳng định sau đây đúng hay sai ? Vĩ sao ? 
8)x+ @lx-2 >Ax-2 ©x>0; 
b) (Ýx=D? <I ©@x~I<I. 


CHÚ Ý 
Khi muốn nhấn mạnh hai bất phương trình có cùng tập xác định ® 


(hay có cùng điều kiện xác định mà ta cũng kí hiệu là 9) và tương 
đương với nhau, ta nói : 


— Hai bất phương trình tương đương trên 9, hoặc 


— Với điều kiện ®, hai bất phương trình là tương đương với nhau. 


Ví dụ 1. Với điều kiện x > 2, ta có ` 5 >l ©l1>x-2. n 


x- 
Biến đổi tương đương các bất phương trình 


Cũng như với phương trình, ở đây chúng ta quan tâm đến các phép biến đổi 
không làm thay đổi tập nghiệm của bất phương trình. Ta gọi chúng là các phép 
biến đổi trơng đương. Pháp biến đổi tương đương biến một bất phương trình 
thành một bất phương trình tương đương với nó. Chẳng hạn, việc thực hiện các 
phép biến đổi đồng nhất ở môi vế của một bất phương trình và giữ nguyên tập 
xác định của nó là một phép biến đổi tương đương. 


Dưới đây là định lí về một số phép biến đổi tương đương thường dùng. Các hàm. 
số nói trong định lí này đều được cho bởi biểu thức. 


ĐỊNH LÍ 


Cho bất phương trình f0 < g0 có tập xác định ®, y = h(v) 
là một hàm số vác định trên 9. 


Khi đó, trên ®9, bất phương trình ƒ(x) < ø(x) tương đương với 
môi bất phương trình : 


1) #) + h(v) < ø(x) + h() ; 


2)#&0Oh(@) < g(x)h@Q nếu h(x) > 0 với mọi x e9; 


3) ƒ(v)h(v) > ø(v)h(v) nêu ñ(v) < Ú với mọi x e 9). 


Chứng mình. Sau đây, ta chỉ chứng minh kết luận 3). Các kết luận khác cũng 
được chứng minh tương tự. 


Nếu xạ thuộc ® thì ƒ(xạ), g(xạ) và #ñ(xạ) là các giá trị xác định bằng số, 
hơn nữa, vì h(x) luôn âm nên (xạ) < 0. Do đó, áp dụng tính chất của bất 
đẳng thức số, ta có 

ƒŒạ)< sŒạ) ©® ƒ(xg)h(g) > g(Xạ)h(xạ). 


Từ đó suy ra rằng hai bất phương trình có cùng tập nghiệm, nghĩa là chúng 
tương đương với nhau. n 


Ví dụ 2 

a) Bất phương trình *y>-2 tương đương với bất phương trình 
#x-x>-2-xx. 

) Bất phương trình x >—2 không tương đương với bất phương trình 


X— x>-2-^b. ImÌ 


H3| Chứng minh các khẳng định trong ví dụ 2. 


[H4Í Các khẳng định sau đây đúng hay sai ? Vì sao ? 


g]x£'È 4t È caøclg b S—Đ«2 x2, 
' ờ = 


* 
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HỆ QUÁ 
Cho bất phương trình ƒ(x) < g(+) có tập xác định ®. 
1) Quy tắc nâng lên luỹ thừa bậc ba 
6) < g@) © W@OÏ < [sG@Ï. 
2) Quy tắc nâng lên luỹ thừa bậc hai 
Nến f0 và g0 không âm với mọi x thuộc ®Ð thì 


2 vì 
#0) < se) © WOOÏ < [sGÓŸ. 
"Tương tự, ta cũng có quy tắc nâng lên luỹ thừa bậc lẻ và nâng lên luỹ thừa bậc chẩn. 


HB} Giải bất phương trình sau đây (bằng cách bình phương hai vế), giải thích rõ các 
phép biến đổi tương đương đã thực hiện - 


|x+l|<la 


Câu húi và hài tập 


Một bạn lập luận như sau : Do hai vế của bất phương trình ýx —1 < |+| 
luôn không âm nên bình phương hai vế, ta được bất phương trình tương đương. 
x—1<3#Ÿ. Theo em, lập luận trên có đúng không ? Vì sao 2 


Tìm điều kiện xác định rồi suy ra tập nghiệm của mỗi bất phương trình sau : 


a) ÄY >đEy ; b)x-3<l+xx-3; 
>0a. ; nan sa. 


l l 
SE) GA) wx-2 =' 


Trong hai bất phương trình sau đây, bất phương trình nào tương đương với bất 


e)v+ 


phương trình 2v— I >0: 


= Và 8 VY CC đa 
%-dji ” #3 x+3 


“Trong bốn cặp bất phương trình sau đây, hãy chọn ra các cặp bất phương trình 


2x-l+ 


tương đương (nếu cô) : 


a)x— 2>0 và vx— 2) <0; b)x-2<0vàx2(x- 2)>0; 
e)x—2<0vàx + - 2) <0; đ)x—2>0 và x( — 2) >0. 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ BẤT PHƯƠNG 
TRÌNH BẬC NHẤT MỘT ẨN 


Trước đây, chúng ta đã làm quen với bất phương trình bậc nhất một ẩn. Đó là 
bất phương trình có một trong các dạng øv + b< 0,øx+b<0,øx+b>0, 


ax + b>0, trong. đó ø và b là hai số cho trước với ø# 0, x là ẩn. 


Cho bất phương trình mx < mím + l). 
a) Giải bất phương trình với m — 2. 


b) Giải bất phương trình với m = —Aj2 . 


Như vậy, nếu ø và b là những biểu thức chứa tham số thì tập nghiệm của bất 
phương trình phụ thuộc vào tham số đó. Việc tìm tập nghiệm của một bất 
phương trình tuỳ theo các giá trị của tham số gọi là giđï và biện luận bất 
phương trình đó. 

Dưới đây, chúng ta chủ yếu nói về cách giải và biện luận bất phương trình 
dạng ax + b < 0. Đối với các bất phương trình dạng còn lại, cách giải cũng 
tương tự. 


Giải và biện luận bất phương trình dạng zx + ð < 0 
Kết quả giải và biện luận bất phương trình 


ay+b<0 €) 
được nêu trong bằng sau đây. 


1) Nếu z > 0 thì (1) >x< Ủy tập nghiệm của (1) là s=ÍTe cử], 
a 


2) Nếu ¿z< 0 thì (l) <>x> SxC ,ỦNy tập nghiệm của (1) là s=(-2¡+z), 
a a 


3) Nếu a = 0 thì (1) © 0v< —b. Do đó : 
— Bất phương trình (1) vô nghiệm (W= @Ø) nếu b > 0; 


— Bất phương trình (1) nghiệm đúng với mọi v (S= R) nến b < 0. 


II7 


CHÚ Ý 
Việc biểu diễn các tập nghiệm trên trục số sẽ rất có ích sau này. 


Chẳng hạn, phần không bị gạch ở trên hình 4.2 biểu diễn tập 


nghiệm của (1) với z > 0. 
__b 
rW 


Hình 42 


Ví dụ I. Giải và biện luận bất phương trình 
mx+Í>x+m., (2) 


Giải. Bất phương trình (2) tương đương với 


(m~— Ly > mỄ— 1, @) 
Ta có 
& : m—I 

1) Nếu m > T thì „m — Ï >0 nên (3) ©v > ï <Sx>m+]. 
mà 
mỸ —1 

2) Nếu m < I thì m — 1 <0 nên (3) © x < sọ XP ©v<m+I. 
mà 


3) Nếu mm = I thì bất phương trình trở thành 0x > 0 nên nó vô nghiệm. 


Kết luận : — Nếu m > 1 thì tập nghiệm của (2) là 9= @m+ 1; +). 
— Nếu m < † thì tập nghiệm của (2) là 9= (® ;m+ T). 


— Nếu m = I thì tập nghiệm của (2) là = Ø. n 


[H2] Từ kết quả trên, hãy suy ra tập nghiệm của bất phương trình 


mĩ +1 >x+ mề 


Ví dụ 2. Giải và biện luận bất phương trình 


2mx >x + 4m — 3. (4) 
Giải. Bất phương trình (4) tương đương với 
(2m — 1)x 3 4m — 3. (@) 
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1 E2) 
1) Nếu  > — thì 2z:— l >0 nên (5) é>.v > SH : 

3 2m—1 
2) Nếu „at thì 2m — I < 0 nên (5) <>x< đội s, 

2 2m—] 


3) Nếu m= 5 thì (5) trở thành 0x >—1, bởi vậy nó nghiệm đúng với mọi x. 


: z 1 Ẫ ` 4mm — 3 
Kết luận : - Nếu m > — thì tập nghiệm của (4) là S = ác ¡+9 |, 
2 2m-1 


— Nếu m < 5 thì tập nghiệm của (4) là S = [- ị mi 


2m~—I 


I 
— Nếu m = 3 thì tập nghiệm của (4) là S= IR. H 


Giải hệ bất phương trình bậc nhất một ẩn 
Tương tự như hệ phương trình, tập nghiệm của một hệ bất phương trình là 
giao của tất cả các tập nghiệm của các bất phương trình trong hệ 
Do đó, 
Muốn giải hệ bất phương trình một ẩn, ta giải từng bất phương 


trình của hệ rồi lấy giao của các tập nghiệm thu được. 


Ví dụ 3. Giải hệ bất phương trình 


3v-5<0 (6 
@® 2x+3>0 Œ 
x+1>0. (® 


Giải. Giải lần lượt từng bất phương trình của hệ, ta được : 
Tập nghiệm của (6) là 6 = (-z t 3| h 


3 
Tập nghiệm của (7) là S; = E Ÿ s2) b 


Tập nghiệm của (8) là 5 = (—I ; +). 
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Vậy tập nghiệm của hệ bất phương trình đã cho là 
$ % ` Bì 
š=,a82^s)= |: Ÿ]} H 
Ta cũng có thể trình bày lời giải ví dụ 3 như sau : 


x<- 
3 
(D © 


3 
x>-= ©-l<x< 
P2 


| ¬a 


k>— 


Tập nghiệm của hệ bất phương trình đã cho là 


=(s 


Để dễ xác định tập nghiệm 3#, ta biểu diễn các tập nghiệm trên trục 
số bằng cách gạch đi các điểm (phần) không thuộc tập nghiệm của 
từng bất phương trình trong hệ, phần còn lại sẽ biểu diễn tập 
nghiệm cần tìm (h.4.3). 


CHÚ Ý 


=5. =Í kh 
2 3 


Hình 4.3 


ạị Tìm các giá trị của x để đồng thời xảy ra hai đẳng thức 
|Äv+2|= 3+2 và|2vT=5|= 5 2x. 

Hướng dẫn.|A|=A<A>0và| BỊ ==B © B <0. 

Ví dụ 4. Với giá trị nào của m thì hệ bất phương trình sau có nghiệm ? 
x+m«<0 (9) 
=x+3 <0. (10) 

Giải. Ta có (9) 3> x < —m. Tập nghiệm của (9) là (—ø ; —m]. 

(10) <© + >3. Tập nghiệm của (10) là (3 ; +). 


Vậy tập nghiệm của hệ là % = (—œ ; —] (3 ; +). Hệ có nghiệm khi và 
chỉ khi 9 # Ø, tức là 3 < —m hay m < -3. ImÌ 


Câu húi và bài tận 


25. Giải các bất phương trình : 


2T” xi Lậi —“.....=. 
©)(1—42)x<3-2\2 ; đ) œ%+43)) >(x- V3)? +2. 
26. Giải và biện luận các bất phương trình : 
a) m(v— m) <x— Ì; b)mv+6>2v+ 3m ; 
e)éwx+l)k+x<3x+4; đ(a+l)x+a+3>4x+ 1. 
27. Giải các hệ bất phương trình : 
5x-2>4rx+5 2x+1>3x+4 
a) b) 
5-=4<x+2 5x+3>8x-— 9. 
Luyện tận 
28. Giải và biện luận các bất phương trình : 
a) m(x — m) > 2(4-— x) ; b) 3v + mỂ > m(x + 3) ; 
c)kqx- l)+4x>5; đb(x- 1)<2—x. 
29. Giải các hệ bất phương trình : 
5x+2 - : 
3 x4nx (I~x}) >5+3x+2! 
a) b) XS T3 cao 
65x <3v+l; (z + 2) <x)+6x2-7x—5 Ệ 
4 T5 vua w=l<2x-3 
e) Ỷ d) Jj3v<x+5 
3x+8 
>2x—-5; 5-3x 
4 Su 
2 
30. Tìm các giá trị của m để mỗi hệ bất phương trình sau có nghiệm : 
3x-2>-4x+5 x-2<0 
a) b) 
3x+m+2<0; mMm+ax >1. 
31. Tìm các giá trị của m để mỗi hệ bất phương trình sau vô nghiệm : 
: Si Ô 2 C2 ể 
đi KH l b) (x-3} >x“+7x+l 
-2x+m+5>0; Sme-¿Sy e8). 
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DẤU CỦA NHỊ THỨC BẬC NHẤT 


Nhị thức bậc nhất và dấu của nó 


Nhiều bài toán dẫn đến việc xét xem một biểu thức ƒ{x) đã cho nhận giá trị âm 
(hoặc dương) với những giá trị nào của x. Ta gọi việc làm đó là xét đấu của 


biểu thức f(x). Dưới đây, ta sẽ tìm hiểu về nhị thức bậc nhất và đấu của nó. 
a) Nhị thức bậc nhất 


ĐỊNH NGHĨA 


| Nhị thức bậc nhất ( đôi với x) là biểu thức dạng ax + b, trong đó a và 


blà hai số cho trước với a # 0. 


: _ ä ậ ` b 
Ta đã biết, phương trình øv + b = 0 (ø # 0) có một nghiệm duy nhất vụ = — _ 
q 


Nghiệm đó cũng được gọi là nghiệm của nhị thức bậc nhất 0 = ax + b. Nó 
có vai trồ rất quan trọng trong việc xét dấu của nhị thức bậc nhất ƒ(y). 


b) Dấu của nhị thức bậc nhất 


b tiết ữ 3d cổ 4 
Đặt xạ = —=, ta viết nhị thức bậc nhất ƒ{v) = øv + b như sau 
a 


W)=ax+b= Á + ñ = a(x — 1p). 
a 


Khi x > xụ thì x — xụ > Ö nên dấu của ø(v - xụ) trùng với dấu của a. 


Khi v< xạ thì x— xạ < 0 nên dấu của ø(x — xạ) trái với dấu của ø. 


Từ đó ta có 


ĐỊNH LÍ (về dấu của nhị thức bậc nhất) 


Kết quả của định lí này được tóm tất trong bảng sau 


X | —œ *p +® 


ƒf#)=ax+b | trái dấuvớiz 0 cùng dấu với z 


Chẳng hạn nhị thức ƒ(x) = —v + l,5 
có hệ số œ = —l và nghiệm xạ = l,5. 
Do đó, dấu của nó được cho trong 
bảng sau 


# L» 15 +œ _ 


L) 
a<0 2 


—x+ L5 | +0 — 


Nhị thức đã cho dương khi x < 1,5 
và âm khi + > 1,5. 


Hình 44 


[Hị Hãy giải thích bằng đồ thị (h.4.4) các kết quả của định lí trên. 


Một số ứng dụng 
a) Giải bất phương trình tích 
Ta xét các bất phương trình có thể đưa về một trong các dạng P(x) > 0, P(v) > 0, 
P{x) <0, ÐQ) < 0 với P(x) là tích của những nhị thức bậc nhất. 
Ví dụ I. Giải bất phương trình 

(x— 3) + 1)2- 3x) > 0. () 
Cách giải. Để giải bất phương trình (1), ta lập bảng xét dấu vế trái của (1). 
Đặt P@) = x~— 3)(x + 1)(2- 31). 
~ Giải phương trình P(x) = O, ta được 


(x- 3) + I)(2— 3v)= 0<Ằ+x= 3 hoặc y=—l hoặc x= 


|2 


— Sắp xếp các giá trị tìm được của x theo thứ tự tăng : -1, $› 3. Ba số này chia 


trục số thành bốn khoảng. Ta xác định dấu của P() trên từng khoảng bằng cách 
lập bảng sau đây gọi là bảng xét dấu của P(y). 


—œ ¬1 : 3 +œ 
== | = = 0 + 
= 0 + + + 
| 0 _ _ 
0 = 0 + 0 % 


Trong bảng xét dấu, hàng trên cùng ghi lại bốn khoảng được xét của trục số, 
ba hàng tiếp theo ghi dấu của các nhân tử bậc nhất trên mỗi khoảng (dựa vào 
định lí về dấu của nhị thức bậc nhất) ; hàng cuối ghi dấu của P(x) trên mỗi 


khoảng bằng cách lấy "tích" của các dấu cùng cột ở ba hàng trên. 


Dựa vào bảng xét dấu, ta có tập nghiệm của bất phương trình (1) là 


5) 
S=(-œ;—I —;3|. 
c«i-no (B3) : 


b) Giải bất phương trình chứa ẩn ở mẫu 


Ở đây, ta chỉ xét các bất phương trình có thể đưa về một trong các dạng 
=6) <0. LHU2) <0, ỒN), 0, T@œ) >0, trong đó P(x) và @(v) là tích của 
@(x) @(+) Ø@) Ø(x) 


những nhi thức bậc nhất. Để giải các bất phương trình như vậy, ta lập bảng xét 


Œœ) 


dấu của phân thức 


Khi lập bảng xét dấu, nhớ rằng phải ghi tất cả các 


nghiệm của hai đa thức P(v) và (9) lên trục số. Trong hàng cuối, tại những. 
điểm mà @(y) = 0, ta dùng kí hiệu || để chỉ tại đó bất phương trình đã cho 
không xác định. 


Ví dụ 2. Giải bất phương trình 
3 5 
< , 
Jz Ø0, 2# -dj 


(2) 
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Giải. Ta có 


3 5 
(2) 


c- <0 
#=2 2x—1 
32x- Ð- 5(x- 2) _ 


(œx-2X2x- I) 
_— xIT —_ <0 @) 
(Œœx-2\2x- l) 
Bảng xét dấu vế trái của (3) : 
X œ 7 + 2 +œ 
2) 
x+7 — 0 + + + 
x-2 - - - 0 + 
2x—1 = = 0 + + 
Vế trái ï 0 + | - | + 
Từ đó suy ra tập nghiệm của (2) là S= (—œ ;—7] 2 Ế h ?) ) H 


e) Giải phương trình, bất phương trình chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt đối 
Một trong những cách giải phương trình hay bất phương trình chứa ẩn trong 
ấu giá trị tuyệt đối là sử dụng định nghĩa để khử dấu giá trị tuyệt đối. Ta 
thường phải xét phương trình hay bất phương trình trong nhiều khoảng (đoạn, 
nửa khoảng) khác nhau, trên đó mỗi biểu thức nằm trong dấu giá trị tuyệt đối 
lêu có một dấu xác định. Sau đây là một ví dụ đơn giản. 

Ví dụ 3. Giải bất phương trình 

|2x- I|< 3v+ 5. (4) 
Giải 

) Với x< té 


(4) I-2x<3v+5 © 5x >-4@© x>-Š 


Kết hợp với điều kiện x < T: ta được = <a “sẽ Vậy tập các nghiệm thoả 


mãn điều kiện đang xét là khoảng, K ẳ 3) 


3. 


45. 


1 
2) Với x> —, ta có 
2 
(4)© 2x—-l <3x+ 5 <& x>-6. 
Ẫ | 
Kết hợp với điều kiện x > n ta được Y > 5 Vậy tập các nghiệm thoả mãn 
điều kiện đang xét là nửa khoảng, lš ¡+ ) 


"Tóm lại, tập nghiệm của bất phương trình (4) là 


1 


ï tận 


Câu hỏi và h 


. Lập bảng xét dấu của các biểu thức : 


= An —=- ; 
2x+l 3x—2 
_ 2#); _Œ=3, 
e)x(áx— 2)“(3 - x) ; đ œ-9a-® 


Phân tích các đa thức sau thành nhân tử bậc nhất rồi xét dấu : 


a)=x”+x+6 ; b) 2x? -(2+ A3)x +1. 
- Giải các bất phương trình : 
a) Ki — 0  sŸy b) 3 _ 5 : 
x+Í l-x 2x+l 


e|2v- Ý2|+|42-x|>3xv—2; 3 |2-A5)x+1|< 45+ 2. 
Giải các hệ bất phương trình : 


(œ-32 - x) >0 3Ä 
8) 44x—3 b)42x-Í  3-# 
<x+3; |x|<1. 
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3. 


3. 


40. 


4I. 


Luyện tận 


. Giải và biện luận các bất phương trình : 


a) mụ + 4> 2X + mỄ; b) 2mx +1 >x + Am”; 
©) xứn” ~ 1) <m^~ II, đ) 2n + l)x<(m+ D@- I). 


Giải các bất phương trình : 


3—:2x 
-⁄3x+2)x+l(4x-5)>0;  b)ì——“`—«<0; 
a) (CN3x + 2)(v + 1)(4x — 5) )`14x-Dœ=3) 
: -3x†t1L 2, 4) x+2 X2. 
2x+l 3x+l  2xz—1l 


- Giải và biện luận các bất phương trình : 


v3-x 


a) (2x~ A2)(x — m) >0; b)—"——<0. 
w=2m +] 
Tìm nghiệm nguyên của mỗi hệ bất phương trình sau : 
61⁄2 5.4.1 15y~2>2x+ + 
7 3 
đ  guaa 3 3v —14 
s4 ch Đ8 ý 3~4)< 


Giải các phương, trình và bất phương trình : 
| 2x—1 | 1 

a)|x+1|+|xz- lỊ=4; b)————— >-. 
(x+l\(x-27) 2 


Giải và biện luận các hệ bất phương trình : 


: p ~M5)(7 - 2x) >0 


w=m <0; 


127 


1. 


128 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ : 
HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN 


Bất phương trình bậc nhất hai ẩn 


a) Bất phương trình bậc nhất hai ẩn và miền nghiệm của nó 


ĐỊNH NGHĨA 


Bất phương trình bậc nhất hai ẩn là bất phương trình có một 
trong các dụng 


av + by+e<0,ax+ by+e>0, av+ by+e <0,av+by+c>0, 
trong đó a, b và e là những số cho trước sao cho a?+b? #0; 
x và ylà các ẩn. 

Mỗi cặp số (Xụ : yụ) sao cho avg + by + c < 0 gọi là một nghiệm 


của bất phương trình av + by+ c <0. 


Nghiệm của các bất phương trình dạng øv + by + e >0, av + by+e<0 và 
av + by+ e >0 được định nghĩa tương tự. 

Như vậy trong mặt phẳng toạ độ, mỗi nghiệm của bất phương trình bậc nhất 
hai ẩn được biểu diễn bởi một điểm và tập nghiệm của nó được biểu diễn 
ởi một tập hợp điểm. Ta gọi tập hợp điểm ấy là miền nghiệm của bất 
hương trình. 

Dưới đây, chúng ta sẽ thấy miền nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai ẩn 


à một nửa mặt phẳng. 


b) Cách xác định miền nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai â 


n 
Việc xác định miền nghiệm của một bất phương trình bậc nhất hai ẩn (hay 
biểu diên hình học tập nghiệm của nó) trong mặt phẳng toạ độ dựa trên định lí 
được thừa nhận sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Trong mặt phẳng toạ độ, đường thẳng (d) : ax + by + c= 0 chia 


mặt phẳng thành hai nửa mặt phẳng. Một trong hai nửa mặt 
phẳng ấy (không kể bờ (d)) gẩn các điển có toạ độ thoả mấn 
bất phương trình ax + by + e > 0, mứa mặt phẳng còn lại (không 


kể bờ (d)) gẩm các điểm có toạ độ thoả mãn bất phương trình 


ax+by+ec<0. 


“Từ định lí, ta suy ra 
Nếu (xạ ; yọ) là một nghiệm của bất phương trình av + by+ce >0 
(hay av + by + e < 0) thì nửa mặt phẳng (không kể bờ (đ)) chứa 
điểm Múq : yạ) chính là miền nghiệm của bất phương trình ấy. 
Vậy để xác định miền nghiệm của bất phương trình ay + by + e <0, ta làm 
như sau : 
— Về đường thẳng (đ): ax+ by+c= 0; 
— Xót một điểm MQq ; yạ) không nằm trên (4). 
Nếu axạ + byạ + e < 0 thì mửa mặt phẳng (không kể bờ (d)) chứa 
điểm M là miền nghiệm của bất phương trình ax + by + c< 0. 
Nếu avg + byy + e > 0 thì nửa mặt phẳng (không kể bờ (d)) không 


chứa điểm M là miền nghiệm của bất phương trình ax + by+ e<0. 


CHÚ Ý 
Đối với các bất phương trình đạng øv + by + e < 0 hoặc aY + by+ e>0 
thì miễn nghiệm là nửa mặt phẳng kể cả bờ. 

Ví dụ 1. Xác định miền nghiệm của bất phương trình 3v + y < 0. 


Giải. Trên mặt phẳng toạ độ, đường thẳng (2) : 3v + y = 0 chia mặt phẳng 
thành hai nửa mặt phẳng. 
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Chọn một điểm bất kì không thuộc đường thẳng 
đó, chẳng hạn điểm (0 ; 1). Ta thấy (0; 1) 
không phải là nghiệm của bất phương trình đã 
cho. Vậy miền nghiệm cần tìm là nửa mặt phẳng, 
bờ (d) không chứa điểm M(0 ; 1). (Trên hình 4.5, 
miền nghiệm là nửa mặt phẳng không bị gạch). F1 


[H†ị Xác định miền nghiệm của bất phương trình x + y > 0. Hình 4.5 


Hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn 
Dưới đây là một ví dụ về hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn 
3x-y+3>0 
@Œ$ 2xl3y 6<0 
2x+y+4>0. 

Trong mật phẳng toạ độ, ta gọi tập hợp các điểm có toạ độ thoả mãn mọi bất 
phương trình trong hệ là miền nghiệm của hệ. Vậy miền nghiệm của hệ là 
giao các miền nghiệm của các bất phương trình trong hệ. 
Để xác định miền nghiệm của hệ, ta dùng phương pháp biểu diễn hình học 
như sau : 

— Với môi bất phương trình trong hệ, ta vác định miền nghiệm của 

nó và gạch bỏ miền còn lại. 

— #au khi làm như trên lần lượt đối với tất cả các bất phương trình 

trong hệ trên cùng một mặt phẳng toạ độ, niên còn lại không bị 

gạch chính là miền nghiệm của hệ bất phương trình đã cho. 
Ví dụ 2. Xác định miền nghiệm của hệ bất phương trình (]). 
Giải. Trước hết, ta vẽ ba đường thẳng : 

(đ): 34— y+3=0; 

(đa): -2x+ 3y—6=0; 

(ds): 2+ y+4=0. 
Thử trực tiếp ta thấy (0 ; 0) là nghiệm của cả ba 
bất phương trình. Điều đó có nghĩa là gốc toạ độ 
thuộc cả ba miền nghiệm của ba bất phương 
trình của hệ (T). Sau khi gạch bỏ các miền không 


thích hợp, miền không bị gạch trên hình 4.6 (tẩ) 
(không kể biên) là miền nghiệm của hệ (1). H Hình 46 


xẻ 


Vi 


H21| Xác định miền nghiệm của hệ bất phương trình 


y~3x>0 
v-2y+5<0 
3v+2y+10 >0. 


3. Một ví dụ áp dụng vào bài toán kinh tế 


Vấn đề tìm miền nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất có liên quan chặt 
chẽ đến Quy hoạch tuyến tính. Đó là một ngành toán học có nhiều ứng dụng 
trong đời sống và kinh tế. Sau đây là một ví dụ đơn giản. 


Bài toán 
Người ta dự định dùng hai loại nguyên liệu để chiết xuất ít nhất 140 kg chất A 
và 9 kg chất 8. Từ mỗi tấn nguyên liệu loại I giá 4 triệu đồng, có thể chiết 
xuất được 20 kg chất A và 0,6 kg chất 8. Từ mỗi tấn nguyên liệu loại II giá 3 
triệu đồng, có thể chiết xuất được 10 kg chất A và 1,5 kg chất B. Hỏi phải 
dùng bao nhiêu tấn nguyên liệu mỗi loại để chỉ phí mua nguyên liệu là ít nhất, 
biết rằng cơ sở cung cấp nguyên liệu chỉ có thể cung cấp không quá 10 tấn 
nguyên liệu loại I và không quá 9 tấn nguyên liệu loại II? 
Phân tích bài rán. Nếu sử dụng x tấn nguyên liệu loại I và y tấn nguyên liệu 
loại I thì theo giả thiết, có thể chiết xuất được (20x + 10y) kg chất A và 
(0.6x +1,5y) kg chất B8. Theo giả thiết, x và y phải thoả mãn các điều kiện : 
0<x<l0và0<y<9; 
20v + 1I0y > 140, hay 2v + y > 14; 
0,6x + I,5y >9, hay 2x + 5y > 30. 
"Tổng số tiền mua nguyên liệu là T(v ; y)= 4x + 3y. 
Bài toán đã cho trở thành : Tìm các số v và y thoả mãn hệ bất phương trình 

0<x<l10 

0<y<«<9 

2x+y>14 

2x+5y>30, 


qD 


sao cho 7(+v ; y) = 4v + 3y có giá trị nhỏ nhất. 


+2. 
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Bài toán này dẫn đến hai bài toán nhỏ sau : 

Bài roán 1. Xác định tập hợp (9) các điểm có toạ độ (x ; y) thoả mãn hệ (II). 
Bài toán 2. Trong tất cả các điểm thuộc (S), tìm điểm (x ; y) sao cho 7( ; y) 
có giá trị nhỏ nhất. 

* Việc giải bài toán I chính là việc xác định miền nghiệm của hệ bất phương, 
trình (T) mà ta đã lập được. 


aj Kiểm tra lại rằng miền nghiệm 
(S) của hệ (ID là miền tứ giác ABCD 
trên hình 4.7 (kể cả biên). 

* Để giải bài toán 2, ta thừa nhận 
rằng biểu thức 7(x ; y) có giá trị 
nhỏ nhất và giá trị ấy đạt được tại 
một trong các đỉnh của tứ giác 
ABCD (xem bài đọc thêm trang 
133). Bằng cách tìm toạ độ các 
đỉnh A, B, €, D rồi so sánh các giá 
trị tương ứng của 7(v ; y), ta được T7 

TỐ ; 4) = 32 là giá trị nhỏ nhất. “Hình 4.7 


Vậy để chỉ phí nguyên liệu ít nhất, cần sử dụng Š tấn nguyên liệu loại I và 
4 tấn nguyên liệu loại II (khi đó, chi phí tổng cộng là 32 triệu đồng). 


Câu hỏi và hài tập 


Xác định miền nghiệm của mỗi bất phương trình hai ẩn : 
a)v—2+2(y= 1)>2xv+4; b)2v—42 y+ 2-2<0. 


Xác định miền nghiệm của mỗi hệ bất phương trình hai ẩn : 


T+2-1>0 4x—5y+20 >0 
47 3 b) Jy>0 
ý 
+-l)+<—<4; gE= 
làng zẾ -y+5>Ã Su 


44. Một gia đình cần ít nhất 900 đơn vị prôtê¡in và 400 đơn vị lipit trong thức ăn 
mỗi ngày. Mỗi kilôgam thịt bò chứa 800 đơn vị prôtê¡in và 200 đơn vị lipit. 
Mỗi kilôgam thịt lợn (heo) chứa 600 đơn vị prôtê¡n và 400 đơn vị lipit. Biết 
rằng gia đình này chỉ mua nhiều nhất là 1,6 kg thịt bò và 1,1 kg thịt lợn ; giá 
tiên I kg thịt bò là 45nghìn đồng, 1 kg thịt lợn là 35 nghìn đồng. Giả sử 
gia đình đó mua v kilôgam thịt bồ và y kilôgam thịt lợn. 

a) Viết các bất phương trình biểu thị các điều kiện của bài toán thành một hệ 
bất phương trình rồi xác định miền nghiệm (%) của hệ đó. 

b) Gọi 7 (nghìn đồng) là số tiền phải trả cho x kilôgam thịt bò và y kilôgam 
thịt lợn. Hãy biểu diễn7 theo x và y. 

e) Ở câu a), ta thấy (%) là một miền đa giác. Biết rằng 7 có giá trị nhỏ nhất tại 
ŒYạ; yạ) với (xạ; yạ) là toạ độ của một trong các đỉnh của (3). Hỏi gia đình 


đó phải mua bao nhiêu kilôgam thịt mỗi loại để chi phí là ít nhất ? 


MỘT PHƯƠNG PHÁP TÌM CỰC TRỊ CỦA BIỂU THỨC 
P(š; y) = ax + by TRÊN MỘT MIẾN ĐA GIÁC LỒI 


BÀI TOÁN : Tìn giá trị nhó nhất hay lớn nhãt cửa biểu thức P(x ; y) = ax + by (b # 0) 
trên một miền đa giác phẳng lồi (kể cả biên). 

Bài toán đó có nghĩa là : 

Cho biểu thức P( ; y) = zv + by (b £ 0) và một miền đa giác lồi (5), kể cÃ biên, trong 
mặt phẳng toạ độ Oxy. Hãy tìm giá trị nhỏ nhất (hay lớn nhất) của Ø(x ; y) với (x ; y) là 
toạ độ của các điểm thuộc (9). 

Cách giải. Ta luôn có thể giả thiết rằng b > 0, bởi vì nếu ø < 0 thì ta có thể nhân cả 
hai vế với —I và bài toán tìm giá trị nhỏ nhất (hay lớn nhất) của ?( ; y) sẽ trở thành 


bài toán fìm giá trị lớn nhất (hay nhỏ nhất) của -P(r ; y) = -ax + by, trong đó ð' = ~b > 0. 
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Tập các điểm (x ; y) để P( ; y) nhận giá trị p là 


đường thẳng ax + by = p, hay y= _a + Đường 
b b 
thẳng này có hệ số góc bằng S và cắt trục tung 
b 


tại điểm (0 ; m) với m = ¬ (h.4.8). Kí hiệu đường 
b 


thẳng này là (d,„). Vì b > 0 nên việc tìm giá trị 
nhỏ nhất (hay lớn nhất) của P(x ; y) = p Với 


 ; y) e (5) quy về việc tìm giá trị nhỗ nhất 


(hay lớn nhất) của m = „ tức là tìm điểm ở 
b 

vị trí thấp nhất (hay cao nhất) trên trục tung sao Hình 48 

cho đường thẳng (¿„) có ít nhất một điểm chung 

Với (5). 


Từ đó, chú ý rằng (4, 


) có hệ số góc bằng Kˆ không đổi. Ta đi đến cách làm sau : 
b 


* Khi tìm giá trị nhỏ nhất của ?(¿ ; y), ta cho đường thẳng (z„) chuyển động song 
song với chính nó từ một vị trí nào đó ở phía dưới miền (5) và đi lên cho đến khi (¿/,„) 
lần đầu tiên đi qua một điểm (+ạ: yạ) nào đó của (5). Khi đó, m đạt giá trị nhỏ nhất 
và tương ứng với nó là giá trị nhổ nhất của P(‹ ; y). Đó là 

PC tờy) = 0g + bộu, 
* Khi tìm giá trị lớn nhất của P(x ; y), ta cho đường thẳng (⁄„) với hệ số góc m. 


mm b 
chuyển động song song với chính nó từ một vị trí nào đó ở phía trên miền (5) và đi 


xuống cho đến khi (¿„) lần đầu tiên đi qua một điểm ( : y;) nào đó của (5). Khi 


đó, m đạt giá trị lớn nhất và tương ứng với nó là giá trị lớn nhất của Ø(v ; y). Đó là 


PŒ ;yy) = ứxạ + bụ. 


CHÚ Ý 
Qua cách làm trên, ta thấy rằng Ø(x ; y) đạt giá trị nhỏ nhất (hay lớn nhất) 
tại một đỉnh nào đó của đa giác (9). 


Áp dụng cách làm trên vào bài toán 2 nêu trong §5, ta thấy khi (¿/„) đi qua đỉnh 


AG ; 4) thì m nhỏ nhất. Điều đó có nghĩa là 7(x ; y) đạt giá trị nhỏ nhất khi x = 5 và 
y= 4, Khi đó, 75 ; 4) = 32. 
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Luyện tận 


45. Xác định miền nghiệm của các bất phương trình hai ẩn : 


a)x+3+ 22y+ 5) < 2(= x); Ð) (1+A3)x—(1—X3)y>2. 
46. Xác định miền nghiệm của các hệ bất phương trình hai ẩn : 
%susD 3x-2y-6>0 
a) {x~3y<-3 b) 2œ~I)+ 2 <4 
x+y>5; xÔ, 


47. Gọi (5) là tập hợp các điểm trong mặt phẳng toạ độ có toạ độ thoả mãn hệ 


48. 


2-22 

x-2y<2 

x+y<5 

x>0. 
a) Hãy xác định (%) để thấy rằng đó là một miền tam giác 
b) Trong (%), hãy tìm điểm có toa độ (+ ; y) làm cho biểu thức ƒẦv ; y) = y— x có giá 
trị nhỏ nhất, biết rằng ƒ(v ; y) có giá trị nhỏ nhất tại một trong các đỉnh của (%). 
Bài toán vitamin 


Một nhà khoa học nghiên cứu về tác động phối hợp của vitamin A và vitamin B 
đối với cơ thể con người. Kết quả như sau : 

1) Một người có thể tiếp nhận được mỗi ngày không quá 600 đơn vị vitamin A 
và không quá 500 đơn vị vitamin Ö. 

1) Một người mỗi ngày cần từ 400 đến 1000 đơn vị vitamin cả 4 lẫn B. 

Hi) Do tác động phối hợp của hai loại vitamin, mỗi ngày, số đơn vị vitamin B 
không ít hơn 3 số đơn vị vitamin A nhưng không nhiều hơn ba lần số đơn vị 
vitamin A. 

Giả sử x và y lần lượt là số đơn vị vitamin A và 8 mà bạn dùng mỗi ngày. 

a) Gọi c (đồng) là số tiền vitamin mà bạn phải trả mỗi ngày. Hãy viết phương. 
trình biểu diễn e dưới dạng một biểu thức của x và y, nếu giá một đơn vị 
vitamin A là 9 đồng và giá một đơn vị vitamin Ö là 7,5 đồng. 
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b) Viết các bất phương trình biểu thị các điều kiện ï), ii), và iii) thành một hệ 
bất phương trình rồi xác định miền nghiệm (S) của hệ bất phương trình đó. 

e) Tìm phương án dùng hai loại vitamin A và 8 thoả mãn các điều kiện trên để 
số tiền phải trả là ít nhất, biết rằng c đạt giá trị nhỏ nhất tại một trong các đỉnh 
của miễn nghiệm (S). 


Từ thời cổ đại, khi thực hiện các công việc của mình, 
loài người đã luôn hướng tới cách làm tốt nhất trong 
các cách làm có thể được (tìm phương án tối ưu trong 
các phương án). Khi toán học phát triển, người ta đã 
mô hình hoá toán học các việc cần làm, nghĩa là biểu 
thị các mục tiêu cần đạt được, các yêu cầu hay các 
điều kiện cần thoả mãn bằng ngôn ngữ toán học để 
tìm lời giải tối ưu cho nó. Từ đó, hình thành nên các bài 
toán tối ưu. 

Quy hoạch tuyến tính là lĩnh vực toán học nghiên cứu 
các bài toán tối ưu với hữu hạn biến (ẩn), trong đó, 


mục tiêu và các điều kiện ràng buộc được biểu thị Kup-man, Đarrdich và 
bằng các hàm số, các phương trình hay bất phương Kan-fo-rô-vich ở 
trình tuyến tính (bậc nhất). Lúc-xăm-bua năm 1976. 


Có thể nói, người đầu tiên quan tâm đến Quy hoạch tuyến tính là L. V. Kan-terô-vich 
(Leonid Vitalyevieh Kantorovieh, 1912 - 1986). Trong cuốn "Các phương pháp toán 
học trong tổ chức và kế hoạch hoá sản xuất" (NXB Đại học Quốc gia Lê-nin-grát, 
1939), ông đã nêu bật vai trò của một lớp bài toán Quy hoạch tuyến tính và đề xuất 
thuật toán sơ bộ để giải chúng. Tuy nhiên, Quy hoạch tuyến tính chỉ được nhiều 
người biết đến vào năm 1947, khi G.B. Đan-dich (George Bernard Dantzig, 1914 - 
2005) công bố thuật toán đơn hình để giải các bài toán Quy hoạch tuyến tính. Cũng 
năm đó, T. C. Kup-man (Tịalling Charles Koopmans, 1910 - 1985) đã chỉ ra rằng 
Quy hoạch tuyến tính là công cụ tuyệt vời để phân tích lí thuyết kinh tế cổ điển. 

Năm 1975, Kan-to-rô-vich và Kup-man đã được Viện Hàn lâm Hoàng gia Thuy Điển 
trao giải thưởng Nô-ben về khoa học kinh tế. 

Ngày nay, trong thời đại máy tính điện tử, Quy hoạch tuyến tính vẫn được tiếp tục 
nghiên cứu nhằm tìm ra các thuật toán tốt hơn. 
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6 DẤU CỦA TAM THỨC BẬC HAI 


Tam thức bậc hai 


ĐỊNH NGHĨA 


Tam thức bậc hai (đối với x) là biểu thức dạng đà + bự + € 


trong đó a, b, c là những số cho trước với a # 0. 
Theo định nghĩa trên, các biểu thức 


ƒq)= -2x? +3x +I, ø(x) = x°—5 và hỆx) = 


là những tam thức bậc hai. 


Nghiệm của phương trình bậc hai đa) + bự + c= 0 cũng được gọi là nghiệm 


của tam thức bậc hai f0 = để + bà +. 


Các biểu thức A = bˆ - 4ac và A' = b` ~ ae với b= 2b' theo thứ tự cũng được 
gọi là biệt thức và biệt thức thu gọn của tam thức bậc hai ƒ0 = aXẺ + bè +, 
Trong $4, ta đã xét dấu của nhị thức bậc nhất và áp dụng để giải một số bất 
phương trình. Trong bài này và các bài tiếp theo của chương, ta sẽ xét dấu của 
tam thức bậc hai và áp dụng nó để giải các bất phương trình và phương trình 
bậc hai cũng như một số phương trình và bất phương trình khác. 


Dấu của tam thức bậc hai 


'Ta sẽ quan sát đồ thị của hàm số bậc hai để suy ra định lí về dấu của tam thức 
bậc hai ƒffY) = đa + bX+e. 


Dấu của ƒ#v) phụ thuộc vào dấu của biệt thức A và hệ số z. 


) A < 0 (tam thức bậc hai vô nghiệm) 


"Trong từng trường hợp, dấu của ƒ(x) được nêu trong các bảng sau : 


a<0 


a>0 


Kết luận 


(4x) > 0 với mọi x e R). 


2A=0 am thức bậc hai có nghiệm kép xụ = =] 


2a 


Kết luận 


Cùng dấu ạ Cùng dấu 


váia | vớa 


aƒv) > 0 với mọi v # xạ). 


3) A >0 (tam thức bậc hai có hai nghiệm xị và xạ (Xị < x2)) 


>0 œ<0 Kếtluận 
} } 
# Í—œ AI *2 + 
IIEASVDỢƠN: xãMww Cùng dấu | Khác dấu| Cùng 
J) |với a 0 với a 0 dấu với a| 


(aƒ#0 < 0 với mọi x €(q : xa), 4ƒ) > 
Với mọi  €(~ø; ý) J(Y„; +9)). 


Các kết quả trên được phát biểu trong định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ (về dấu của tam thức bậc hai) 


Cho tam thức bậc hai ƒ(x) = á° + bế be (a# 0). 
Nếu A < 0 thì f(x) cùng dấu với hệ số a với mợi x e ]R. 

ø & 3 ha. b 
Nếu A = 0 thì f(v) cùng dấu với hệ số a với mọi x # ôn 

a 

Nếu A > Ö thì ƒ(x) có hai nghiệm xị và x; (xi < xạ). Khi đó, Ñx) 
trái dấu với hệ số a với mọi x nằm trong khoảng (xị ; xạ) (tức là 
với xị < x < x;), và +) cùng dấu với hệ số a với mọi x nằm 
ngoài đoạn [Xị ; xạ] (tức là với x< xị hoặc x xa). 


CHÚ Ý 


Cũng như khi giải phương trình bậc hai, khi xét dấu tam thức bậc 


hai, ta có thể dùng biệt thức thu gọn A' thay cho A và cũng được các 
kết quả tương tự. 
Ví dụ 1. ƒx) = 2?~x+1 >0 với mọi x € ]R vì tam thức ƒ(x) có A= - 7<0 
vàø=2> 0. ñn 
Ví dụ 2. Xét dấu của tam thức bậc hai ƒ(x) = 3x7 - 8x + 2. 


Giải. Vì a = 3 > O và ƒftx) có hai nghiệm xị = — 32 


_ 4+vI0 
—— 


(dễ thấy vị < x;) nên ƒv) > 0 (cùng, dấu với ø) khi x € (—ø ; xị) L2 (xạ ; +9), và 


ƒt0 <0 (trái dấu với ø) khi x € (x ; x2). ImÌ 
Cũng có thể ghi kết quả trên trong bảng xét dấu của ƒ{x) như sau : 
x —œ XỊ X2 +œ 
ƒ@Q=34Ÿ-§v+2 J3. na... 


H1| Xét dấu của các tam thức bậc hai sau : 


4) ƒ@)==2x2 +5v +7; b) gGa)=~—2x?+xVS—1 ; €) h(x)= 9x?~12x+4. 
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49. 


50. 
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Nhận xét 


'Từ định lí về dấu của tam thức bậc hai, ta thấy chỉ có một trường hợp duy nhất 
trong đó dấu của tam thức không thay đổi (luôn âm hoặc luôn dương), đó là 


khi A <0. Lúc đó, dấu của tam thức trùng với dấu của hệ số œ. Do đó, ta có 


VxeR,ax Ebx + c>0e | 


+ Re thr+c 063 


Ví dụ 3. Với những giá trị nào của m thì đa thức ƒv) = (2 — m)\? —2v+l 
luôn đương 2 

Giải. Với m = 2 thì fx) = -2x + I lấy cả những giá trị âm (chẳng hạn 
#@) = -l). Do đó, giá trịm = 2 không thoả mãn điều kiện đòi hỏi. 

Với m # 2, ƒ{x) là tam thức bậc hai với biệt thức thu gọn A' =zm— 1. Do đó 
a=2-m>0 Tan 


©m< 1. 


Vx,ƒ)>0< = 
Lưng ( EM 


mì < Ì 
Vậy với m < 1 thì đa thức ƒ(x) luôn dương. n 
H2j Với những giá trị nào của m, đa thức ƒ(x) = (m—1)x°+(2m+1)x+m+1 âm với 


mọi x thuộc ] 2 


Câu húi và hài tập 


Xét dấu các tam thức bậc hai sau : 
a)3V2~2v+l; b)—X +4x— 1; 


e)x”- 3x " 4)(1-42)3? - 2x+ 1+2. 


Tìm các giá trị của m để mỗi biểu thức sau luôn dương : 


a) (mỸ + 22 — 2(m+ 1)x+ |; b)ứn+ 22 +2(m+2)vx+m + 3. 


s1. 


Tìm các giá trị của m để mỗi biểu thức sau luôn âm : 


a) cW°b 2mxA2x = Đjj2⁄] H b)ứm— 2)j2 — 2(m — 3)x+ m— 1. 


. Chứng minh định lí về dấu của tam thức bậc hai. 


Hướng dân. Với các trường hợp A < 0 và A = 0, sử dụng hệ thức đã biết 


3 3 
HOÁ ¡ ¬.- A `. 6... A 
/#[v)= "Í: tử] _ | hay đƒf(v)= a Í: :] si 


“Trường hợp A > 0, sử dụng hệ thức đã biết 
ƒW = d+—xi)W—x¿) hay đfw)= d*%q — XI)(X= %ạ), 


trong đó x¡ và x; là hai nghiệm của tam thức bậc hai ƒfx). 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 


Định nghĩa và cách giải 


Bất phương trình bậc hai (ẩn x) là bất phương trình có một 
trong các dạng ƒ) > 0,,x) <0, 0 > 0, +) < 0, trong đó f0 là 
một tam thức bậc hai. 


Cách giải. Để giải bất phương trình bậc hai, ta áp dụng định lí về dấu của tam 
thức bậc hai. 


Ví dụ I. Giải bất phương trình 
2x?~3x+1>0, @) 
14I 


Giải. Tam thức bậc hai 2x? — 3v +1 cố hai nghiệm + = 


MỊ— 


hệ số ø = 2> 0 nên 
2x4?-3x+1>«@Ằx = hoặc x > Ì. 
Vậy tập nghiệm của (1) là = R ;Ìsq ¡ +9), 


Ta biểu diễn tập nghiệm của (1) trên trục số (h.4.9). 


+ 1 
2 
Hành 4.9 
[H†] Tim tập nghiệm cúa các bất phương trinh sau - 


a)4?+5v+4<0 7 b) -3v?+2NÄx <1 ; d):Áy-5< T8, 


“ 


2. Bất phương trình tích và bất phương trình chứa ẩn ở mẫu thức 
Ví dụ 2. Giải bất phương trình 


ĐuIẾ Lan j 
m. +3x-2 >0, 
x?~5y+6 
Giải. Ta xét dấu của biểu thức 
xà_— 2X 2+3v-2 
fÀ= ————. 
xˆ-3x+6 
'Tử thức là tam thức bậc hai có hai nghiệm —2 và ' ẩ 
Mẫu thức là tam thức bậc hai có hai nghiệm 2 và 3. 


Dấu của ƒ(v) được cho trong bằng sau 


X —œ &ˆ Ề 2 3 

2I2+ 3v —2 0-0 L + | 

A°—5y+6 | + | 0 = 0 
#@ s D- = + | = | + 
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"Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là 
Cei~ 210 S2) 8:+2) H 


[H2| Giải bất phương trình 
(4~2x)(x?+7x +12) < 0. 
Ví dụ 3. Giải bất phương trình 
2x”~16x +27 
——<) 


x?~7x+10 
Giải. Bất phương trình đã cho tương đương với 


2x?—lỐx +27 - 


2<0. Œ) 
x“=7x+10 
Ta có 
2x2~=16x+2T~2(x2~ 7x +10) _2~_ 
(1) ————y 9 ©——<(0. 
x“=7x+10 x“=7x+10 
Sa ch E2. nế Á ÿ : 
Dấu của ƒ(x) = ~5———... được cho trong bảng sau đây. 
xế = 7x +10 


Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là 
mN. 
2 tội 2@(5; +»). H 


3. Hệ bất phương trình bậc hai 
Ví dụ 4. Giải hệ bất phương trình 
3x”~Tx+2>0 
® ở 
-2xˆ+x+3>0. 
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Cách giải. Muốn giải hệ bất phương trình bậc hai một ẩn, ta giải riêng từng 
bất phương trình của hệ rồi lấy giao của các tập nghiệm tìm được. 


: 5 Ề I 
Bất phương trình thứ nhất có tập nghiệm %¡ = [-- ‡ 3) 2(2;+»). 


Ũ 3 2 3 
Bất phương trình thứ hai có tập nghiệm $%›; = (‹ F 3} 
Muốn tìm $¡ © Š;, ta có thể biểu diễn các tập này trên trục số bằng cách lần 
lượt gạch bỏ các phần không thuộc ®¡ và các phần không thuộc S%;. Phần còn 
lại không bị gạch là 9 = 8¡ ¬ %; (h4.10). 


Mi: TU, 36144: 17 luuêy 


k] 2 
THình 4.10 


ủ 4 : 1 
Từ đó suy ra tập nghiệm của hệ là S = [¬ Ỳ 3} 
"Trong thực hành, bài giải ví dụ 4 thường, được trình bày như sau. 
Giải. Ta có 


W sa hoặc x >2 
(@)© 3 «&  -l<Yv<-—. 
3 
-l<A<= 
Ø, 


in 38sexzalboià4 4ó), lên S12Acsg I 
ập nghiệm của bất phương trình đã cho là khoảng, [¬ Ỷ 3} n 


H3| Giải hệ bất phương trình 


2x+I>5 
2x?—~9x+7<0. 


Ví dụ 5. Tìm các giá trị của m để bất phương trình sau vô nghiệm 
(m— 2x2 + 20m + 1)x + 2m > 0. 


Giải. Đặt ƒ(Y) = (m — 2)° + 20m + l)y + 2m. 
Bất phương trình đã cho vô nghiệm khi và chỉ khi ƒ{(x) < 0 với mọi x e E. 
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3. 


“4. 


s. 


s6. 


Với m= 2.tacóƒ(x)= 6v+4. Khi đó, fv) <0 €x< = 

Giá trị m = 2 không thoả mãn điều kiện đòi hỏi. 

A'<0, 
m—2<0. 
“Thay A' = (m+ về — 2m(m — 2)= —m” + m + Ì vào hệ trên, ta có 


Với m# 2, ta cố ƒf(x) < 0 với mọi + e IR khi và chỉ khi | 


mà—2<0 m<2 


2: ` 
là NV Vì đe Ben HH 


Vậy bất phương trình đã cho vô nghiệm khi và chỉ khi 


m <3- x0. 


ˆ 227 3 Bàn gA 
§âu húi và hài tập 

Giải các bất phương trình sau : 

a) =5x” + 4y+12<0; b) l6v” + 40v + 25 <0; 

e)3v2~4v+4>0; da `—-x-6<0, 

Giải các bất phương trình sau : 


đc, 
sa 2x1 l2 vn, b) : 
# = x4 +“ —3x~= T0 


©)(2x+ 1)@2+x— 30) >0; đ)x'- 3Ÿ <0. 


~2x2 + 7x +7 
——‹< 


a) <-l; 


Tìm các giá trị của m để mỗi phương trình sau có nghiệm : 
a)„— 5Ÿ — Ä4mxX +in— 2=0; 

b) (m + 1)x”+ 20n ~L)v + 2m — 3 = 0. 

Giải các hệ bất phương trình : 

: KỒ +9x+7>0 T Bế -5x-6<0 


4+x-6<0; ~4x4?+12x—5< 0; 


-2x?—5x+4< 0 2x42+x-6»0 
©) 3) 
-x?-3x+10>0; 3x? -10x+3 >0, 
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Luyện tận 


Š7. Tìm các giá trị của m để phương trình sau có nghiệm 
x+ (m — 2)v— 2m + 3= 0. 

58. Chứng minh rằng các phương trình sau vô nghiệm dù z lấy bất kì giá trị nào : 

a) x~ 2(m+ 1l)v+ 2m °+m+3= 0 ;b) (mĩ + Da2+ 20n+2)x+6=0. 
59. Tìm các giá trị của m để bất phương trình 

Gn~— T)šỂ = 20w + 1)š + 3m — 2) > 0 

nghiệm đúng với mọi .v e l8. 

60. Giải các bất phương trình sau : 
Kế? 1 1 


S10 Ú B) — ca no 
+ấx+6 3 -5fm4 4X 7x10 


61. Tìm tập xác định của mỗi hầm số sau : 


2 
# 5x+4 
G100 Tùng, ba ng 


62. Giải các hệ bất phương trình : 


4x-3<3x+4 247+9x—7>0 
a b) 


x”—7x+10<0; x°+x-6<0; 


: l4 -9<0 
(x= D(3xŸ + 7x + 4) > 0, 
63. Tìm các giá trị của ø sao cho với mọi v, ta luôn có 
x°+5x+a 


1< ==—. Tế 
X2, 


64. Tìm các giá trị của „ để hệ bất phương trình sau có nghiệm : 


4?+2x-l5<0 
(m+1)x > 3. 
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MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH VÀ 
BẤT PHƯƠNG TRÌNH QUY VỀ BẬC HAI 


1. Phương trình và bất phương trình chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt đối 


Ví dụ 1. 


Giải bất phương trình +x ° y8 |3x _ 2| >0, 


Giải. Trước hết, ta bỗ dấu giá trị tuyệt đối. 


Nếu 3x 


2>Othìx”) xI|3x 2|=x” xIx 2)=xŸl2v 2; 


Nếu 3x- 2 < 0 thì vŸ— x+|3v— 2|= x”— x— (3v — 2)= x2~ 4v+2. 


Do đó, 


Nói các| 
của hai 


Ta có 


(D) 


ất phương trình đã cho tương đương với : 


`. 3x-2<0 


hoặc I) 
x2+2x-2>0 là2-4v+2 >0, 


h khác, tập nghiệm của bất phương trình đã cho là hợp các tập nghiệm. 
hệ bất phương trình Œ) và (II). 


() © 


xế Š 

3 ©œx>-1+43. 
x<-l ~ A3 hoạc xi + /Ã 
xa S: 

3 ©x<2-42. 


x<2-//J2 hoặc v>2+^A/2 


Tập nghiệm của bất phương trình là (—œ ; 2 — 42)©2CI +: +»). H 


[mị Giải phương trình |? - 8x + 15|= x - 3 


147 


2. Phương trình và bất phương trình chứa ẩn trong dấu căn bậc hai 


Khi giải phương trình hoặc bất phương trình chứa ẩn trong dấu căn bậc hai, ta 
thực hiện một số phép biến đổi tương đương để đưa nó về một phương trình 
hoặc bất phương trình không còn chứa ẩn trong dấu căn bậc hai. Trong quá 
trình biến đổi cần lưu ý : 
— Nêu các điều kiện xác định của phương trình hoặc bất phương. 
trình và nêu điều kiện của nghiệm (nếu có) ; 
— Chỉ bình phương hai vế của phương trình hoặc bất phương trình 
khi cả hai vế đều không âm. 
Gộp các điều kiện đó với phương trình hoặc bất phương trình mới 
nhận được, ta có một hệ phương trình hoặc bất phương trình tương, 
đương với phương trình hoặc bất phương trình đã cho (tức là 
phương trình hoặc bất phương trình đã cho và hệ thu được có cùng 
tập nghiệm). 


Ở đây, ta chỉ xét một số ví dụ đơn giản. 


Ví dụ 2. Giải phương trình 3x7 +24x+22 = 2x +1, 


Phân tích. Điều kiện xác định của phương trình đã cho là 

3yể + 24x +22> 0, @) 
Dễ thấy nghiệm của phương trình đã cho phải thoả mãn điều kiện 

2r+1>0. Ø2 
Với các điều kiện (l) và (2), phương trình đã cho tương đương với 
phương trình 

3v + 24x +22= (2x + ĐỂ, (3) 


Hiển nhiên (3) kéo theo (1). Do đó, nghiệm của phương trình đã cho là 
nghiệm của phương trình (3) thoả mãn bất phương trình (2). Nói một cách 
khác, phương trình đã cho tương đương với hệ gồm bất phương trình (2) và 
phương trình (3). 


Sau đây là bài giải ví dụ 2. 
Giải. Phương trình đã cho tương đương với hệ 
2x+1>0, 
lc +24x+22=(2x+DŸ. 
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Ta có 
1 


RE [x>-}, 
(D© ) = 9 ©=x=2l. 


x2—~20x—21=0 le hoặc x= 2l 


Nghiệm của phương trình đã cho là x = 21. 
ma] Giải phương trình 4|x? + 56x + 80 = x + 20. 
Ví dụ 3. Giải bất phương trình Wx” - 3v - 10 <x— 2. 


Phân tích. Điều kiện xác định của bất phương trình đã cho là 
x”~3x— 103 0, 
Dễ thấy nghiệm của bất phương trình đã cho phải thoả mãn điều kiện 


x—2>0. 


@) 


@2 


Với hai điều kiện (1) và (2), bất phương trình đã cho tương đương với bất 


phương trình 
xˆ—-3x- [0< œ= 2Ÿ. 


@) 


Như vậy, bất phương trình đã cho tương đương với hệ gồm ba bất phương, 


trình (1), (2) và (3). 
Sau đây là bài giải ví dụ 3. 


Giải. Bất phương trình đã cho tương đương với hệ 


+? —3y—10 >0 
@04x-2>0 
x?—= 3x — 10 < (x— 2)2, 
“Ta có 
x<-~2 hoặc x >5 
@©‡x>2 ©Ẳ_ 5<z<l4 


x<14 


"Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là [5 ; 14). 


Hi Giải bất phương trình 4|x?~2x —15 < x~3. 
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Ví dụ 4. Giải bất phương trình Ý 4x >x-3. 


Phân tích. Điều kiện xác định của bất phương trình đã cho là 
x2—4x>0, @) 
Để khử dấu căn chứa ẩn, ta xét hai trường hợp : 


Trường hợp 1 

x=3<0. @2) 
Hiển nhiên, nghiệm chung của (1) và (2) là nghiệm của bất phương trình đã 
cho. Nói một cách khác, trong trường hợp này, bất phương trình đã cho tương, 
đương với hệ gồm hai bất phương trình (1) và (2). 
Trường hợp 2 

x-3>0. @) 
Với các điều kiện (1) và (3), bất phương trình đã cho tương đương với bất 
phương trình : Ũ 

x~4x>(x- 3)”. (4) 

Hiển nhiên (4) kéo theo (1). Do đó, nghiệm chung của hai bất phương trình 
(3) và (4) là nghiệm của bất phương trình đã cho. Nói cách khác, trong trường 
hợp này, bất phương trình đã cho tương đương với hệ gồm hai bất phương 
trình (3) và (4). 
Sau đây là bài giải ví dụ 4. 


Giải. Bất phương trình đã cho tương đương với 
đi, j6 x-3>0 
@ Ì 4# >Ö tuy: (Tp | 


w-3<0 x?-4x >(x-3Ẻ. 

Ta có 

x<0 hoặc x>4 
(@Ó)© 3 <© x<0. 

# 
đồ ƒ s3 W4 
x> 
2x >9 X = : 


Nghiệm của bất phương trình đã cho là 


x<0và gu Su 
2 


Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là (—œ ; 0] t2 § «s) ImÌ 


[H4] Giải bất phương trình 4x” - 1 > x +2. 
I5H| phương trình + 


Câu hỏi và bài tập 


6Š. Giải các phương trình và bất phương trình sau : 
a)|x?~5x+4|=x2+6x+5; b)|x—1|=2x—1; 


e\|—x?+x-l[<2x+5; 


66. Giải các phương trình sau : 
ä)AJ2x22AxyzL=+ #1 b) V43” + 101x +64 = 2(x +10) ; 


e) x2+2x =-2x2—4x+3; đ) (x+l)(x+2)=a?+3x- 4. 


Hướng dẫn. c) Đặt y= Ýv?+2x, y>0, ta được phương trình y = — 2y? +3. 


đ)Vì(x+l)w+2)= xˆ + 3y + 2 nên đật y= Vv?+3v+2 ,» >0, ta được 


phương trình y = ”—6. 


67. Giải các bất phương trình : 
a) Ý4 “+x-6<x—1; b)V2x-l <2x- 3; 
©)2x)T1>1—x; đ) Ýx?— 5x —14>2x—1. 


68. Tìm tập xác định của mỗi hàm số sau : 
#2#x#Ì 


a)y= x°+3v-4l—-x+8; b) y=,Íl—— : 
. J2x-1-x-2 
đ) y=ANà?—5v—14—v+3. 


Sy= 


Bài đọc thêm, 


jXÉT DẤU PHÂN THỨC HỮU TỈ 
BẰNG PHƯƠNG PHÁP KHOẢNG 


Biểu thức có dạng CN trong đó P(x) và Ø(v) là những đa thức, được gọi là một 
X 
phân thức hữu f. 
Người ta chứng minh được rằng : Nếu các đa thức Ø(x) và @(x) có các nghiệm 
vị, xạ,..., 4 đôi một khác nhau và xị < x;< ... <+x„ thì rên mỗi khoảng 
(C8 ;xị), Éị ï 32), — ñï Xa), (g ¡ +8), 


phân thức mm giữ một dấu không đổi. 
: 


Áp dụng điều khẳng định trên, muốn xác định dấu của Ÿ trên mỗi khoảng đã 
x 


nêu, ta chỉ cần tính giá trị của phân thức tại một điểm nào đó của khoảng. 
Phương pháp được sử dụng để xét dấu phân thức hữu fỈ trong các ví dụ sau đây 
được gọi là phương pháp khoảng. 
Ví dụ 1. Xét dấu của phân thức hữu tỉ 
2x)`+34)—2x—3 
#0)=—————. 
É) x”=x-12 
Giải. Tử thức 
3y cà? 2 2 

2V +3 - 2v- 3= 2U ~ 1)+ 3Q ^— l)= (2v + 3)Q + 1) — l) 
có các nghiệm là _ -l Và I1. 
Mẫu thức là tam thí7e bậc hai œó các nghiệm là -3 và 4 
Ta viết phân thức dưới dạng 


2v+3)(x+l)(x-I 
7@)= ( )(x+1)(x= 1) 
(x+3)(x-4) 
và sắp xếp các nghiệm của tử thức và mẫu thức của /(+) theo thứ tự tăng dần 


= sẽ cấy 1,4. 
2 
Các nghiệm này chia Ï§ thành sáu khoảng 


Ca; 3), (3:-3]} ý :-1} (1; 1).(;4) Và (4; +»). 


Ta xác định dấu của /(+) trên mỗi khoảng đã nêu. 
Ta có ƒt0) = h > 0, do đó ƒ(v) > 0 trên khoảng (—I ; 1). Khi x qua điểm 1, chỉ có nhị 


thức x— 1! đổi dấu, các nhị thức khác đều giữ nguyên dấu; do đó /(v) đổi dấu. Vì vậy, 
#&) < 0 trên khoảng (1 ; 4). Khi x qua điểm -I, chỉ có nhị thức x + 1 đổi dấu, do đó ƒt) 


đổi dấu. Vì vậy /(+) < 0 trên khoảng c‡ =) Dấu của ƒ(+) trên các khoảng còn lại 


được xác định một cách tương tự và ta được bảng xét dấu sau : 


n 
Ví dụ 2. Xét dấu biểu thức 
P@)= @2+2v+ 12x = 142 5v +4), 
Giải. Tam thức bậc hai +” + 2v + 1 = (x + 1)” có nghiệm kép x = -I. Nghiệm của nhị 


thức bậc nhất 2x - I là z Nghiệm của tam thức bậc hai x” - 5v + 4 là 1 và 4. Ta viết 
biểu thức đã cho dưới dạng 
P@)= (+ ĐỀ0x — ])— l)@— 4). 
Các nghiệm của P(›) sắp xếp theo thứ tự tăng dần là 
1 
¬l, —,lVà 4. 
Sì 
Các nghiệm này chia ÏR thành năm khoảng 
1 l 
—øœ ;—l), |—l;— |. |—:1|, (;4) và 4; + 
Cø:~D. ( 3)-(s:!).( ) và (4; +œ) 
Ta xác định dấu của P(v) trên mỗi khoảng đã nêu. 
3 5 h 2 1 ñ n 1 mm... 
Ta có P(0) =—4< 0. Do đó ƒ() < 0 trên khoảng (-I ; s” Khi x qua điểm chỉ có nhị 
thức 2+ - 1 đổi dấu. Do đó (+) đổi dấu và ta có P(\) > 0 trên khoảng (g: Ủ Tương 


tự, P(x) âm trên khoảng (I ; 4) và dương trên khoảng (4 ; +œ) 


Nhân tử (x + ĐỶ bằng 0 tại điểm x = -1, nhưng luôn dương với mọi + # -I nên khi x 
qua điểm -1, ”(;) không đổi dấu. Do đó, (+) < 0 trên khoảng (—oœ ; -I). Ta có bẳng xét 
dấu sau : 


Luyện tận 


69. Giải các phương trình và bất phương trình sau : 


2%, số? G 

äï|Ẻ—= sôi; b)|2#†#|<3 ; 
x+Ï Lm 
2= 3 

©) mT ®|2x+3[= |4- 3|. 


70. Giải các bất phương trình sau : 


a) | x?—5x+4|< V2 +6y+5; ) +2 +4y—|2vy +1[>5. 
71. Giải các phương trình sau : 
a) AJ5x2 —6x— 4= 2(x-1): )XA2+3v+12=x?+3v. 
72. Giải các bất phương trình sau : 


3) VJv2+6x+8<2x+3; bo ca Ta 
©) 64|(x - 2)(x - 32) < x” - 34x +48. 


Hướng dẫn. e) Đặt y = (x _ 2)(x -32) = đy? - 34x + 64. 
73. Giải các bất phương trình sau : 


ä) jàx2- 2,34 y b)3x2—-4x-12>2x+3; 


74. Tìm các giá trị của 7 sao cho phương trình 
+(l- 2m) + mỄ~ 1=0 
a) Vô nghiệm ; 
b) Có hai nghiệm phân biệt ; 
c) Có bốn nghiệm phân biệt. 
7Š. Tìm các giá trị của ø sao cho phương trình 
(a— Dy— a2+a?—1=0 
có ba nghiệm phân biệt. 
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Câu hỏi và hài tận ôn tập chương IW 
76. Chứng minh các bất đẳng thức : 
a)|ø+b|<|[L+ ab| với |a|<1,|[b|<1; 


1 | II s n 
+ +..+—>— với mọi n e Ñ*; 


b) 
n+Ì n+2 2n 


a+b a b 
K= + 


————< với mọi ø >0, b >0. Khi nào đẳng thức xảy ra ? 
l+ta+b l+a l+b 


77. Chứng minh các bất đẳng thức sau: 

aa+b+c> Aáb + Ahc + 4a với a>0,b>0,c >0. Khi nào có đẳng thức ? 
) a?b2 + bˆe? + c?a? > abc(a+ b+ LÔ) với mọi ø, b, e € IR. Khi nào có 
đẳng thức 2 


78. Tìm giá trị nhỏ nhất của các hầm số sau : 


1 
4) ƒ@œ) =|x+—|; 
x 
79. Tìm các giá trị của tham số ;w sao cho hệ bất phương, trình sau có nghiệm 


mẦx+1>m— x, 
80. Với các giá trị nào của , bất phương trình (» + l)x +m(x+3)+1>0 
nghiệm đúng với mọi v e [—1 ; 2] 2 
81. Giải và biện luận các bất phương trình sau : 
a) đ x+1> (3a _ 2)x+3 h b) 2) 8T (m = 9)x+ mỸ + 3m +4 >0. 


82. Giải các bất phương trình sau : 


_ 9x2 b 
2 — =2 k1ữy b) 2x“ 10x +14 ` 
x“—9x+20 xˆ-3x+2 


a 
Mã) 


83. Tìm các giá trị của m sao cho ]R là tập nghiệm của mỗi bất phương trình sau : 
a) ( — 4)x”— (m— 6)x+m — 5 <0; 
b) 0” ~ I)x”+ 20n+ 1)v+3 >0. 

84. Giải các phương trình sau : 
a)|x?~2x~3|=2x+2 ¡ b) và? —4=2(x- 43). 

85. Giải các bất phương trình sau : 
a) *v?-4x-12 <x-4; b) (x-2)xh2 +4 <a2~4; 
e) *x? —8x >2(x+1) 3 đ) x(x + 3) <6-x?-3x. 

86. Với các giá trị nào của z, các hệ bất phương trình sau có nghiệm ? 


x°-5x+6<0 4x+1<7x- 2, 
a) Đ$„ 
ax+4<0; x“—- 2ax+l<0. 


Trong các bài tập từ 87 đến 89, môi bài có bốn phương án trả lời, trong đó 


chỉ có một phương án trả lời đúng, hãy chọn phương án đó. 
87. a) Tam thức bậc hai ƒ(x)= x” + (t _ v3)» -8- 5/3 : 
(A) Dương với mọi x e RR ; (B) Âm với mọi xe R; 
(C) Âm với mọi x e (2-3 già: 243); (D) Âm với mọi x e (—œ ; l). 
b) Tam thức bậc hai ƒ(v) = (I = 2)? + (5 = 4J2)x -3/2+6: 
(A) Dương với mọi x e R; (B) Dương với mọi x 6 (3 ;M2) h 


(C) Dương với mọi v € (-4 d 1) h (Ð) Âm với mọi v e ÏB. 


e) Tập xác định eủa hàm số #(x)=\{2~45)a2+(Ls=7B)x+25~105 là 
(A)R; ()ø; 1); (O[-5; 1]; (ĐỊI-5: X5]. 


88. a) Tập nghiệm của bất phương trình 


(- 2j2)3ˆ - 23/2 - 4)a + 6(2\2 - 3) <0 
là 


(A)[-M2;32]: (ECø;ll: (I-1:+5); - (ĐI: 3], 
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b) Tập nghiệm của bất phương trình ( + ) x2 +3x—14- 4/7 >0 là 


(A)R; (Œ)(Cø; -ý7]J[2:+s); 
(© [-22:5]; () (œ; =7] [1 ; +5). 
©) Tập nghiệm của bất phương trình 
x-1)|xÌ—1 

_ rU-Ù ụ 

+? +(L+2/2]x+2+ j2 
là 
(A) (1-2; -42): ®)(-I-2 ;1]: 
(© (T1<2:=2) 01: (Đì [LH :+ø), 


89. a) Nghiệm của phương trình x?+10x—-5= 2(x _ I) là 


(A)x=.: (B)x=3— J6; 

(Qx=3+ 6; (Đ) x.=3+ 6 vàx; =2. 

b) Tập nghiệm của bất phương trình 4Í(x + 4)(6— x) < 2(x + 1) là 
(AI2;5]; (®) _—. ; (O© [T1 ;6]; (D)[0; 7]. 
e) Tập nghiệm của bất phương trình x2 - 2)(x - 5) >xư—-3là 
(A)[-100; 2]; (B)(Cs; 1]: 


(C) %2] 26 +9) ¡ (D) Ce ¡212 (4+5; +»). 


Chương @ _ THỐIG HÊ 
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Trong đời sống hiện nay, Thống kê đang ngày càng trở nên 
cần thiết và quan trọng đối với mọi ngành kinh tế xã hội. Thống 
kê giúp ta phân tích các số liệu một cách khách quan và rút ra 
nhiều thông tin ẩn chúa trong các số liệu đó. Để hiểu được điều 
đó, chúng ta cần biết cách trình bày các số liệu thống kê, cách 
tính các số đặc trưng của các số liệu và hiểu ý nghĩa của chúng. 
Chắc chắn chúng ta sẽ tìm thấy các ứng dụng của Thống kẻ 
ngay trong các hoạt động của trường học. 


1. 


MỘT VÀI KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU 


Thống kê là gì ? 


Những thông tin dưới dạng số liệu rất phổ biến trong khoa học và đời sống 
Khi dọc một tờ báo, nghe một bản tin trên truyền hình,... chúng ta thường bắt 
gặp những con số thống kê. 


Thống kê là khoa học về các phương pháp thu thập, tổ chúc, trình bày, phân 
tích và xử lí số liệu. 

Thống kê giúp ta phân tích các số liệu một cách khách quan và rút ra các tri 
thức, thông tin chứa đựng trong các số liệu đó. Trên cơ sở này, chúng ta mới 
có thể đưa ra được những dự báo và quyết định đúng đắn. Vì thế, thống kê cần 
thiết cho mọi lực lượng lao động, đặc biệt rất cần cho các nhà quản lí, hoạch 
định chính sách. Ngay từ đầu thế kỉ XX, nhà khoa học người Anh, Oen 
(H.G.Well) đã dự báo như sau : "7rong một tương lai không xa, kiến thức 
thống kê và tư duy thống kê sẽ trở thành một yếu tố không thể thiếu được 
trong học vấn phổ thông của môi công dân, giống như là khả năng biết đọc 


biết viết vậy”. 


Mẫu số liệu 
+ Ở lớp 7, ta đã làm quen với khái niệm dấu hiệu, đơn vị điều tra và giá trị của 
dấu hiệu. 


Ví dụ. Để điều tra về số học sinh trong mỗi lớp học ở cấp Trung học phổ 
thông (THPT) của Hà Nội, người điều tra đến một số lớp học và ghi lại sĩ số 


của mỗi lớp đó. Sau đây là một đoạn trích từ sổ công tác của người điều tra : 
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STT Lớp Số học sinh 


œ M8 m 
= 
% 


0Œ 


`© œ —¬ œ œ + 
> 


= 
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"Trong ví dụ trên, dấu !iệu X là số học sinh của mỗi lớp, đơn vị điều tra là một 
lớp học cấp THPT của Hà Nội, giá trị của dấu hiệu X (kí hiệu +) ở lớp 10A là 
47, ở lớp 10B là 55, ... 


Một tập con hữu hạn các đơn vị điều tra được gọi là một mẫu. Số 
phần tử của một mẫu được gọi là kích thước mẫu. Các giá trị của 
dấu hiệu thu được trên mẫu được gọi là một mẫu số liệu (mỗi giá trị 
như thế còn gọi là một số liệu của mẫu). 


Nếu các số liệu trong mẫu được viết thành dãy hay thành bảng thì ta còn gọi mẫu 
số liệu đó là dãy số liệu hay bảng sớiliệu.. 

“Trong ví dụ trên, chúng ta có một mẫu là các lớp {10A ; 10B ; 10C ;....; 11D; 11} 
và mẫu số liệu là {47 ; 55 ; 48 ;...; 54 ; 55}, kích thước mẫu bằng 10. 


* Nếu thực hiện điều tra trên mọi đơn vị điều tra thì đó là điểu tra toàn bộ. 


Nếu chỉ điều tra trên một mẫu thì đó là điều tra mẫu. 

[Hị Người điều tra phải kiểm định chất lượng các hộp sữa của một nhà máy chế 
biến sữa bằng cách mỏ hộp sữa để kiểm tra. Có thể diều tra toàn bộ hay không ? 

5 Điều tra toàn bộ đôi khi không khả thi vì số lượng các đơn vị điều tra quá 


lớn hoạc vì khi muốn điều tra thì phải phá huỷ đơn vị điều tra. Chúng ta 


thường chỉ điều tra mẫu và phân tích xử lí mẫu số liệu thu được. 


1. 


» 


Câu húi và hài tập 


Để điều tra số con trong mỗi gia đình ở huyện A, người ta chọn ra 80 gia đình, 
thống kê số con của các gia đình đó và thu được mẫu số liệu sau : 


2 4 3 23 0 93 2 3 4 5 

2. mm L 2Ø 8 ở ä 2 

3 øØ W 3 5 2 Ø 3ä 7 

3 5 2 I1 2 4 4 3 4 3 

4 4 4 4 2 5 1l 4 4 3 

3 4 1 4 4 2 4 4 4 2 

3 2 3 4 5 6 3 5 1 4 

l 6 5 2 1 1 3 4 5 1. 
a) Dấu hiệu và đơn vị điều tra ở đây là gì ? Kích thước mẫu là bao nhiêu ? 
b) Hãy viết các giá trị khác nhau trong mẫu số liệu trên. 


Điều tra về điện năng tiêu thụ trong một tháng (tính theo kW.h) của 30 gia 
đình ở một khu phố A, người ta thu được mẫu số liệu sau : 


165 85 65 65 70 50 45 100 45 100 
100 100 100 90 53 70 141 42 50 150 
40 70 84 59 75 57 133 45 65 75. 


Cũng hỏi tương tự như trong bài tập 1. 


TRÌNH BÀY MỘT MẪU SỐ LIỆU 


Bảng phân bố tân số - tần suất 


Ví dụ 1. Khi điều tra về năng suất của một giống lúa mới, điều tra viên ghi lại 
năng suất (tạ/ha) của giống lúa đó trên 120 thửa ruộng có cùng diện tích lha. 
Xem xét mẫu số liệu này, điều tra viên nhận thấy : 
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10 thửa ruộng cùng có năng suất 30 ; 

20 thửa ruộng cùng có năng suất 32 ; 

30 thửa ruộng cùng có năng suất 34 ; 

15 thửa ruộng cùng có năng suất 36 ; 

10 thửa ruộng cùng có năng suất 38 ; 

10 thửa ruộng cùng có năng suất 40 ; 

Š thửa ruộng cùng có năng suất 42 ; 

20 thửa ruộng cùng có năng suất 44. 
Trong mẫu số liệu trên chỉ có tám giá trị khác nhau là : 30 ; 32 ; 34 ; 36 ; 38 ; 
40; 42; 44. Môi giá trị này xuất hiện một số lần trong mẫu số liệu. n 


Số lân xuất hiện của mỗi giá trị trong mâu số liệu được gọi là 


tân số của giá trị đó. 
Ta có thể trình bày gọn gàng mẫu số liệu trên trong bẩng phán bố tần số (gọi 
tắt là bảng tần số) sau đây. 
Giá trị (x) | 30 | 32 | 34 | 3 | 38 | 40 |42 |44 
Tân số (ø) | 10 | 20 | 30 | 15 | 10 [10 | 5 | 20 | w=120 


Bảng I 
Nếu muốn biết trong 120 thửa ruộng, có bao nhiêu phần trăm thửa ruộng có 
năng suất 30, 32, ... ta sẽ phải tính thêm tần suất của mỗi giá trị 
Tân suất ƒ của giá trị x, là tử số giữa tân số n, và kích thước mẫu N' 


" 
1n 
Người ta thường viết tần suất dưới dạng phần trăm. 


Bổ sung thêm một hàng tần suất vào bảng I, ta nhận được bảng phân bố tân 
số - tần suất (gọi tắt là bảng tần số - tân suất) sau đây. 


Giá trị 30 32 34 36 38 40 42 | 44 


Tânsế | 10 | 20 | 30 | 15 | 10 | 10 | 5š | 20 |A=120 


Tần suất %| 8,3 | 16,7 |25,0| 125 | 83 | 83 | 42 | 16,7 
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Bảng 2 
CHÚ Ý 
a) Trên hàng tần số, người ta thường dành một ô để ghi kích thước 
mẫu N. Kích thước mẫu N bằng tổng các tần số. 

b) Có thể viết bảng tần số - tần suất dạng "ngang" (như bảng 2) 
thành bảng "dọc" (chuyển hàng thành cột như bảng 3). 


H1| Thống kê điểm thi môn Toán trong kì thi vữa qua của 400 em học sinh cho ta 
bảng sau đây. 


Điểm bài thi Tần số Tần suất (%) 
0 tế: 1,50 
1 15 kh ˆ) 
3 43 10,75 
3 33 13,25 
4 85 21,25 
5 sẽ 18,00 
6 35 đi 
ki 33 
8 18 
9 10 
10 10 


Bảng 3 
Điền tiếp các số vào các chỗ trống (...) ở cột tần số và cột tần suất trong bảng 3. 


Bảng phân bố tân số - tần suất ghép lớp 


Ví dụ 2. Chọn 36 học sinh nam của một trường THPT và đo chiều cao của họ, 
ta thu được mẫu số liệu sau (dơn vị : em). 


160 lói lóI 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164 
165 165 165 1ó5 165 166 166 166 166 167 167 168 168 
1ó 1ó8 169 169 170 171 171 172 172 174. 

Để trình bày mẫu số liệu (theo một tiêu chí nào đó) được gọn gàng, súc tích, 
nhất là khi có nhiều số liệu, ta thực hiện việc ghép số liệu thành các lóp. Ö 
đây, ta ghép các số liệu trên thành năm lớp theo các đoạn có độ dài bằng 
nhau. Lớp thứ nhất gồm các học sinh có chiều cao nằm trong đoạn [160 ;162], 


lớp thứ hai gồm các học sinh có chiều cao nằm trong đoạn [163 ;165], .... Khi 
đó, ta sẽ có một bằng như sau : 
Lớp Tần số 
[160 ; 162] 6 
[163 ; 165] 12 
[166 ; 168] 10 
[169; 171] 5 
[172; 174] 3 
N=36 
Bảng 4 


Trong bảng 4, tần số của môi lớp là số học sinh trong lớp đó. 

Bảng 4 được gọi là bảng phán bố tần số ghép lóp (gọi tắt là bảmg tần số 
ghép lớp). 

Bổ sung một cột tần suất vào bảng 4, ta nhận được bảng 5 sau 


Lớp Tần số | Tần suất (%) 
[160 ; 162] 6 16,7 
[163 ; 165] 12 333 
[166 ; 168] 10 
[169 ; 171] 5 
[172;: 174] 3 

N=36 
Bảng 5 


Bảng 5 được gọi là bẩng phân bố tân số - tần suất ghép lóp (gọi tắt là bảng 
tân số - tân suất ghép lóp). 


[H2 Hãy điền các số vào chỗ trống (...) ở cột tần suất trong bảng 5. 


Trong nhiều trường hợp, ta ghép lớp theo cấc nửa khoảng sao cho mút bên 
phải của một nửa khoảng cũng là mút bên trái của nửa khoảng tiếp theo. 
Chẳng hạn, trong ví dụ 2, ta có thể ghép các số liệu thành năm lớp với các 
nửa khoảng [159,5 ; 162,5) ; [162,5; 165,5) ;..... Ta có bằng sau 


Lớp Tần số | Tần suất (%) 
[159.5 ; 162,5) 6 16,7 
[162.5 ; 165,5) 12 33.3 
[I65,S; 168,5) 10 27,8 


[168,5 ; 171,5) 5 
[171,5; 124,5) 3 


W=36 


Bảng 6 
3. Biểu đô 
Tục ngữ có những câu : "Trăm nghe không bằng một thấy" ; "Một hình ảnh 


giá trị hơn ngàn lời nói". Để trình bày mẫu số liệu một cách trực quan sinh 
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động, dễ nhớ và gây ấn tượng, người ta sử dụng biểu đô. Sau đây là một số 


biểu đồ thông dụng nhất. 


a) Biểu đô tân số, tân suất hình cột 
Biểu đô hình cột là một cách thể hiện 
rất tốt bảng phân bố tần số (hay tần 
suất) ghép lớp 

Ví dụ 3. Xét bảng phân bố tần số (bảng 4) 
chiều cao của 36 học sinh trong ví dụ 2. 
Hình 5.1 là biểu đồ tần số hình cột thể 
hiện bảng 4 với cách vẽ như sau 
Vẽ hai đường thẳng vuông góc. 

“Trên đường thẳng nằm ngang (dùng làm 
trục số), ta đánh dấu các đoạn xác định 
lớp, bắt đầu từ đoạn [160 ; 162] cho tới 
đoạn [172 ; 174]. 


Tại mỗi đoạn, ta dựng lên một cột hình 
chữ nhật với đáy là đoạn đó, còn chiều 
cao bằng tần số của lớp mà đoạn đó 
xác định. 


Hình thu được đó là biểu đồ tần số 
hình cột. IMÌ 


e Đối với cách ghép lớp như ở bảng 6, ta 
thể hiện bảng phân bố tần số bằng biểu 
đồ hình cột như hình 5.2. Trong trường 
hợp này giữa các cột không có "khe hở", 


Chúng ta cũng có thể dùng biểu đồ hình 
cột để thể hiện bảng tần suất ghép lớp 
gọi là biểu đồ tần suất hình cột. Trong 
trường hợp này, cột hình chữ nhật sẽ cố 
chiều cao bằng tần suất (tính theo %). 


12 


10 


L 


6 


~ 


" 


160 162 163 165 166 168 169 171 172 174 


Hình 5.1 


159,5 162,5 165,5 168,5 171,5 174,5 
“Hình 5.2 


II Hãy vẽ biểu đồ tần suất hình cột thể hiện bầng 5. 


b) Đường gấp khúc tần số, tần suất 


Bảng phân bố tần số ghép lớp cũng có khi được thể hiện bằng một biểu đồ 


khác gọi là đường gấp khúc tần số. 
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Ví dụ 4. Xét bảng phân bố tần số trong ví dụ 2 (bảng 4). Đường gấp khúc tần 
số thể hiện bảng 4 được vẽ như sau (h.5.3) : 

Ta vẽ hai đường thẳng vuông góc. Trên đường thẳng nằm ngang (dùng làm 
trục số), ta đánh dấu các điểm Ai, A¿, 4s, A+a, As, ở đó 4, là trung điểm của 
đoạn (hoặc nửa khoảng) xác định lớp thứ ¿ ( = I, 2, ... 5). Tại mỗi điểm A;, ta 
dựng đoạn thẳng A,M; vuông góc với đường thẳng nằm ngang và có độ dài bằng tần 
số của lớp thứ ¿ ; cụ thể là AIMị = 6, ... AsÄƒ; = 3. Vẽ các đoạn thắng M¡M¿, 
M,M;, M;Ma, MẠMs, ta được một đường gấp khúc. Đó là đường gấp khúc 
tân số thể hiện bằng 4. n 


12 
| 
† 
10 LN 
h h 
Ị Ị 
8 † l 
" 
6 mm 
Ll À 
4 ¬ 
.mx. 
BI TT Í Ạ 
lA ja ịn ÍÁ j6 
161 164 167 170 173 
Hình 5.3 


s Nếu độ dài đoạn thẳng A,A⁄, được lấy bằng tân suất của lớp thứ ¿ thì khi vẽ 


các đoạn thẳng M,Mạ, M„M;..... MạMs, ta được một đường gấp khúc gọi là 
đường gấp khúc tân suất. 


H4| Hãy điền các số vào chỗ trống trong bảng 6 rồi vẽ đường gấp khúc tần suất 
thể hiện bảng đó. 


e) Biểu đồ tân suất hình quạt 


Biểu đồ hình quạt rất thích hợp cho việc thể hiện bảng phân bố tần suất ghép 
lớp. Hình tròn được chia thành những hình quạt. Mỗi lớp được tương ứng với 
một hình quạt mà diện tích của nó tỉ lệ với tần suất của lớp đó. 


Ví dụ ã. Hình 5.4 là biểu đồ tần 

suất hình quạt thể hiện bảng 5. 

Cách vẽ như sau : Lớp thứ nhất 
can ddlEn đael 

[160 ; 162] chiếm 3 6 16,7% 

của kích thước mẫu. Do đó, hình [172; 174] 


quạt tương ứng sẽ chiếm h hình 


tròn. Số đo góc của hình quạt này [166 168] 


là £ của 360%, tức là 60°, Ta dùng 


Hình 54 
thước đo góc để dựng hình quạt nói trên. Tương tự, ta dựng hình quạt cho các 
lốp cồn lại. Hình thu được gọi là biểu đầ tần suất hình quạt thể hiện bảng 5. 


CHÚ Ý 

Các biểu đồ hình cột và biểu đồ hình quạt được sử dụng không chỉ 
nhằm minh hoạ bằng hình ảnh bảng phân bố tần số - tần suất ghép. 
lớp mà còn được sử dụng rộng rãi trong việc minh hoạ các số liệu 
thống kê ở các tình huống khác. Xem các biểu đồ dưới đây trích ra 
từ Thời báo kinh tế Việt Nam 16-12-2002. 


NHU CẦU VỐN CH0 HẠ TẦNG 6IAO THÔNG 


0L diện xã, thôn 
ui 


(Đơn vị :nghìn tỉ đồng) 


"Cai hầu điện, 
nông thôn, 


Cơ cấu quản lí kinh doanh 
điện nông thôn (%) 


Đườngbộ Đườngbiến Đườngsất Đườngsông Hàng không 6T đôthị 6T nôngthôn 
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3. 
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Câu húi và bài tận 


Trong một giải bóng đá học sinh, người ta tổ chức một cuộc thi dự đoán kết 
quả của 25 trận đáng chú ý nhất. Sau đây là số phiếu dự đoán đúng của 25 
trận mà ban tổ chức nhận được : 

%4 75 12L 142 154 159 171 189 203 2II 225 247 251 
2599 264 2/8 290 305 3lS 322 355 367 388 450 490. 

Hãy lập bảng tần số - tần suất ghép lớp gồm sáu lớp : lớp đầu tiên là đoạn 
[50 ; 124], lớp thứ hai là đoạn [125 ; 199], ... (độ dài mỗi đoạn là 74). 

Một trạm kiểm soát giao thông ghi tốc độ (km/h) của 30 chiếc xe ô tô đi qua 


trạm như sau : 


3 47 59 66 36 69 83 7/7 42 57 5l 60 78 63 46 
63 42 55 63 48 75 60 58 80 44 59 60 75 49 63. 


Hãy lập bảng tần số - tần suất ghép lớp (chính xác đến hàng phần nghìn) 


gồm sáu lớp : lớp đầu tiên là đoạn [36 ; 43], lớp thứ hai là đoạn [44 ; 51]. ... 
(độ dài mỗi đoạn là 7). 
Điều tra về số đĩa CD của 80 gia đình, điều tra viên thu được bảng tần số - 
tần suất sau : 
Lớp Tần số Tần suất 
(%) 

[1:10] 5 6,25 

[11 ; 20] 29 ny 

[21 :30] 21 

[31 ; 40] 16 

[41 ; 50] 7 

[51 ; 60] 2 

N=80 

a) Điền các số vào chỗ trống (...) ở cột tần suất. 
b) Vẽ biểu đồ tần số hình cột. 
e) Vẽ biểu đồ tân suất hình cột. 
đ) Vẽ biểu đồ tần suất hình quạt. 


Luyện tận 


6. Doanh thu của 50 cửa hàng của một công tỉ trong một tháng như sau (đơn vị : 
triệu đồng) 
120 121 129 114 95 88 109 147 lI18 148 12§ 71 93 7 62 
57 103 135 97 166 83 lII4 66 l56 88 64 49 I01 79 120 
75 113 155 48 104112 79 87 88 141 55 123152 60 83 
144 84 95 90 27. 
a) Dấu hiệu, đơn vị điều tra ở đây là gì 2 
b) Lập bảng tần số - tần suất ghép lớp gồm bảy lớp : lớp đầu tiên là nửa 
khoảng [26,5 ; 48,5), lớp tiếp theo là nữa khoảng [48,5 ; 70,5), ... (độ dài môi 
nửa khoảng là 22). 
e) Vẽ biểu đồ tần số hình cột. 
7. Một cuộc điều tra 50 nhà nhiếp ảnh nghiệp dư với câu hỏi : "Trong tháng 
trước anh (chị) sử dụng hết bao nhiêu cuộn phim ?" cho kết quả như sau : 
 j 3 D8 3 4 3 6 8 4# 5 3 A1 2 4 7 
6 5 9 6 6 6 7 0 II 3 12 4 7 14 0 23 4 
Ấp 3: Ø6 lS 0 l1 8ä 3$ 2 5: 8Ø 1 § 1 @ l2 
a) Dấu hiệu, đơn vị điều tra ở đây là gì ? 
b) Lập bảng tần số ghép lớp, với lớp đầu tiên là đoạn [0 ; 2], lớp tiếp theo là 
đoạn [3; 5], .... lớp cuối cùng là đoạn [15 ; 17] (độ dài mỗi đoạn là 2). 


e) Vẽ biểu đồ tần số hình cột. 


§.. Một thư viện thống kê số người đến đọc sách vào buổi tối trong 30 ngày của 
tháng vừa qua như sau : 


§Š §I 65 5§ 47 30 5I 92 §§5 42 55 37 31 82 63 
33 44 93 77 57 A44 714 63 67 46 73 52 53 47 35. 


a) Lập bảng tần số - tần suất ghép lớp (chính xác đến hàng phần trăm), với lớp 
đầu tiên là đoạn [25 ; 34], lớp tiếp theo là đoạn [35 ; 44], .... lớp cuối cùng là 
đoạn [8Š ;94] (độ dài mỗi đoạn là 9) 

b) Vẽ biểu đồ tần suất hình cột. 
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CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG CỬA MẪU SỐ LIỆU 


Để nhanh chóng nắm bắt được những thông tin quan trọng chứa đựng trong 
mẫu số liệu, ta đưa ra một vài chỉ số gọi là các số đặc trưng của mẫu số liệu. 


Số trung bình 


+ Giả sử ta có một mẫu số liệu kích thước Ấ là xạ, xạ, ... xạ. Ở lớp dưới, 

ta đã biết số trung bình (hay số trung bình cộng) của mẫu số liệu này, kí hiệu 

là x, được tính bởi công thức 

Xị TXa +. ty 
Ñ : 


Œ) 


N 
Để cho gọn, ta kí hiệu tổng xị + xạ+... +.v„y là » và đọc là "tổng của các +, 
¿=1 


với ¡ chạy từ 1 đến M". Với kí hiệu này, công thức (1) được viết gọn là 


N 
* — ›» *; ˆ 
/=l 


N 


« Giả sử mẫu số liệu được cho dưới dạng một bằng phân bố tần số (bảng 7) : 


Giá trị 


Tần số my .. nạ |N 


Bảng 7 


Khi đó, công thức tính số trung bình (1) trở thành 


HAI TH2X2 +... £ HạyX„ 


w (2 


trong đó ø, là tần số của số liệu x„, #= l, 2,.... 


s Giả sử mẫu số liệu kích thước được cho dưới dạng bảng tần số ghép lớp. Các 
sốliệu được chia thành ; lớp ứng với mm đoạn (bảng 7ø) hoặc mø lớp ứng với 


m nửa khoảng (bảng 7h). Ta gọi trung điểm +; của đoạn (hay nửa khoảng) ứng 
với lớp thứ ¡ là giá trị đại điện của lớp đó. 


Lớp Giá trị đại diện Tần số 
[zi : đa] XI Hị 
l43 ; 44] %2 đội 
[d2 — 1; #2] A7) MP 
m 
N= » 
i=l 


Bảng 7a 


Lớp Giá trị đại diện Tần số 
[ai : 42) XI H 
[ứ› ; z3) +2 Hạ 

[đ„ : đ„ +1) mm Hạ 


m 
N=>m, 
=l 
Bảng 7b 
Khi đó, số trung bình của mẫu số liệu này được tính xấp xỉ theo công thức 


m 


bà 
~|— 
tq 


Ví dụ 1. Một nhà thực vật học đo chiều dài của 74 lá cây và thu được bảng tần 
số sau (đơn vị : mm) : 


Lớp Giá trị đại diện | Tần số 
[Š.45; 5.85) 5,65 5 
[S,85; 6,25) 6,05 ) 
[6.25 ; 6,65) 6,45 15 
[6,65 ; 7,05) 6,85 19 
[105; 7.45) 1.25 16 
[7.45; 7.85) 7,65 8 
[785 ; 825) 8,05 2 

N =14 


171 


2. 


172 


Khi đó, chiều dài trung bình của 74 lá này xấp xỉ là 


=x 2. 5,605+9.6,05+..+8.7,65+2..8,05 


" Ta # 6,80 (mm). n 


Ý nghĩa của số trung bình 
Số trung bình của mẫu số liệu được dùng làm đại điện cho các số 
liệu của mẫu. Nó là một số đặc trưng quan trọng của mẫu số liệu. 
Chẳng hạn, nếu biết rằng thời gian trung bình để điều trị khỏi bệnh 4 đối với 
bệnh nhân nam là 5,3 ngày, đối với bệnh nhân nữ là 6,2 ngày thì ta có thể cho 
rằng nói chung với bệnh A thì bệnh nhân nam chóng bình phục hơn so với 
bệnh nhân nữ. 
Tuy nhiên, khi các số liệu trong mẫu có sự chênh lệch rất lớn đối với nhau thì 
số trung bình chưa đại diện tốt cho các số liệu trong mẫu. 


Ví dụ 2. Một nhóm I1 học sinh tham gia một kì thi. Số điểm thi của 11 học 
sinh đó được sắp xếp từ thấp đến cao như sau (thang điểm 100) : 
0;0;63; 65; 69; 70 ; 72 ; 78 ; 81 ; 85 ; 89. 
Số trung bình là 
0+0+63+...+ 85+89 
II 
Quan sát đãy điểm trên, ta thấy hầu hết các em (9 em) trong nhóm có số điểm 
vượt số trung bình. Như vậy, số trung bình này không phản ánh đúng trình độ 


trung bình của nhóm. Trong trường hợp này, có một số đặc trưng khác thích 
hợp hơn đó là số trung vị. H 


61,09. 


Số trung vị 
Giả sử ra có một mẫu số liệu kích thước N được sắp xếp theo thứ 
tự không giảm. Nếu N là một số lẻ thì số liệu đứng thứ —_— 
(sốliệu đứng chính giữa) gọi là số trung vị. Nếu N là một số 


' 5 h `"... VU, vòy 
chắn, ta lấy trung bình cộng của hai số liệu đứng thứ by và 
N Ẫ sề 
„it làm số trung vị. 


Số trung vị được kí hiệu là M,,. 


Ví dụ 3. Điều tra về số học sinh trong 28 lớp học, ta được mẫu số liệu sau 
(sắp xếp theo thứ tự tăng dần) : 


38 39 39 40 40 40 40 40 40 4l 4i 4l 42 42 
43 483 43 434 4L 44 44 AL 44 45 4ã 46 471 41 
Số liệu đứng thứ 14 là 42, đứng thứ 15 là 43. Do vậy, số trung vị là 

M,= TưnG: n 


[| 


a) Tính số trung vị của mẫu số liệu trong ví dụ 2. 
b) Tính số trung bình của mẫu số liệu trong ví dụ 3 và so sánh nó với số trung vị. 


CHÚ Ý 


Khi các số liệu trong mẫu không có sự chênh lệch quá lớn thì số 
trung bình và số trung vị xấp xỉ nhau. 


[H2] Đo chiều cao của 36 học sinh của một trường, ta có mẫu số liệu sau, sắp xếp 
theo thứ tư tăng (đơn vị - cm) - 


160 l6I lóI l6 162 162 163 lI63 lI63 164 164 164 
164 165 l6 l6 lI65 165 lI66 166 166 l66 167 167 
168 168 lI68 168 169 169 170 171 171 172 172 124 


Tìm số trung vị của mẫu số liệu này. 


Mốt 
Cho một mẫu số liệu dưới đạng bảng phân bố tần số. Ta đã biết giá trị có tần 


số lớn nhất được gọi là x„ốf của mẫu số liệu và kí hiệu là Äạ. 


Ví dụ 4. Một cửa hàng bán quần áo thống kê số áo sơ mi nam đã bán ra trong. 
một quý theo các cỡ khác nhau và có được bảng tần số sau 


Số áo bán được (m) 


Điều mà cửa hàng quan tâm nhất là cỡ áo nào được khách hàng mua nhiều nhất. 

Bảng thống kê trên cho thấy cỡ áo mà khách hàng mua nhiều nhất là cỡ 39 (tức là 

giá trị 39 có tân số lớn nhất). Vậy giá trị 39 là mốt của mẫu số liệu này. IHị 
CHÚ Ý 


Một mẫu số liệu có thể có một hay nhiều mốt. 
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Ví dụ 5. Một cửa hàng bán 6 loại quạt với giá tiền là 100, 150, 300, 350, 400, 
500 (đơn vị là nghìn đồng). Số quạt cửa hàng bán ra trong mùa hè vừa qua 
được thống kê trong bảng tần số sau 


Giá tiền (x) 


Số quạt bán được (w) 


Ta thấy mẫu số liệu trên có hai mốt là 300 nghìn đồng và 400 nghìn đồng. 
Đó là giá tiền của hai loại quạt được khách hàng mua nhiều nhất. n 


Phương sai và độ lệch chuẩn 


Ví dụ 6. Điểm trung Uình từng môn học của hai học sinh An và Bình trong, 
năm học vừa qua được cho trong bảng sau : 
Môn Điểm của An | Điểm của Bình 

Toán 8 8,5 

Vật lí T5 9.5 

Hoá học 7,8 95 

Sinh học 83 8,5 

Ngữ văn ự 5 

Lịch sử 8 55 

Địa lí 82 6 

Tiếng Anh 9 9 

Thể dục § 9 

Công nghệ §3 85 

Giáo dục công dân 9 10 


Hi Tính điểm trung bình (không kể hệ số) của tất cả các môn học của An và của 
Bình. Theo em, bạn nào học khá hơn ? 


Nhìn vào bảng điểm, ta có ngay nhận xét là An học đều các môn, còn Bình thì 
không. Sự chênh lệch, biến động giữa các điểm của An thì ít, của Bình 
thì nhiều. 

« Để đo mức độ chênh lệch giữa các giá trị của mẫu số liệu so với số trung 
bình, người ta đưa ra hai số đặc trưng là phương sai và độ lệch chuẩn. 


Giả sử ta có một mẫu số liệu kích thước N là {xy,.... xgÌ. 
Phương sai của mẫu số liệu này, kí hiệu là s”, được tính bởi 
công thức san 
2.1 2 
s”=Š)(ý—T), @ 
Nm 


trong đó Ä là số trung bình của mẫu sốliệu. l 
Căn bậc hai của phương sai được gọi là độ lệch chuẩn, kí hiệu là s. 


Ý nghĩa của phương sai và độ lệch chuẩn 

Trong công thức (3), ta thấy phương sai là trung bình cộng của bình phương, 
khoảng cách từ mỗi số liệu tới số trung bình. Như vậy, phương sai và độ lệch 
chuẩn đo mức độ phân tán của các số liệu trong mẫu quanh số trung bình. 
Phương sai và độ lệch chuẩn càng lớn thì độ phân tán càng lớn. 


CHÚ Ý 
C6 thể biến đổi công thức (3) thành. 


(4 


Sử dụng công thức (4) thuận tiện hơn trong tính toán. 

Trở lại ví dụ ở trên, ta hãy tính phương sai và độ lệch chuẩn điểm các môn 
N N„ 

học của An và Bình. Trước hết, ta tính các tổng. » và ›> 


m=l zIl 


Từ số liệu ở cột điểm của An, ta có 


II II 
Sa, =89/1; S ý =725,11, 


l ¡=l 


Từ số liệu ở cột điểm của Bình, ta có 


II II 
Sìx;=89 ; } x7 = 750,5. 
í=l ¡=l 
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“Tiếp theo, ta thế các kết quả này vào công thức (4) để tìm Di 
Phương sai và độ lệch chuẩn điểm các môn học của An là 


2 
XânS lẺ DU, (#) 0,309 ; s„/0,3091 0,556. 
1I 


11 


Phương sai và độ lệch chuẩn điểm các môn học của Bình là 


2 
Xã.= ¬ x2,761; sg».J2,764 1,663. 


Ta thấy mức độ "học lệch" của Bình so với An được thể hiện qua việc so sánh 

hai phương sai : Phương sai điểm các môn học của Bình gấp gần 9 

( 8,945) lần phương sai điểm các môn học của An. Điều đó phù hợp với 

nhận xét Bình học lệch hơn An. 

'Ta cũng có thể so sánh độ học lệch của Bình và An thông qua việc so sánh hai 

độ lệch chuẩn. n 
N N 

Việc tính các tổng Đi và M sẽ nhanh chóng nếu dùng máy tính bỏ túi. 
¿=1 ¿=l 

(Xem bài đọc thêm để được hướng dẫn chỉ tiết về cách sử dụng máy tính bỏ 

túi trong tính toán thống kê). 

s Nếu số liệu được cho dưới dạng bảng phân bố tân số (bảng 7) thì phương sai 

được tính bởi công thức 


Ví dụ 7. Sản lượng lúa (đơn vị là tạ) của 40 thửa ruộng thí nghiệm có cùng, 
điện tích được trình bày trong bảng tần số sau đây. 


Sản I 


Tần số 


g(x) 20 21 22 | 23 24 
(m) 5 8 li 10 6 |N=40 


a) Tìm sản lượng trung bình của 40 thửa ruộng. 
b) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 


Giải. Trước hết, ta tính 


2 n 
Vn,x, =884, Š)nv2 = 19598, 
¡=l 


¡=l 


a) Sản lượng trung bình của 40 thửa ruộng là 


884 
*=——-= 2!.] (tạ). 
20 (đa) 


b) Theo công thức (5), ta có phương sai là 
2 
vn he | clẾP, 
40 40 
Độ lệch chuẩn là s = NI % l,24 (tạ). n 


e Giả sử mẫu số liệu được cho dưới dạng bảng phân bố tần số ghép lớp. Các số 


liệu được chia thành lớp ứng với đoạn (hoặc nửa khoảng). Gọi x, là giá trị 
đại diện của lớp thứ 7 (xem bảng 7a, 7Ù). 


Khi đó, phương sai của mẫu số liệu này có thể tính xấp xỉ theo công thức (5). 
Ví dụ 8. Tính phương sai và độ lệch chuẩn của mẫu số liệu cho ở ví dụ 1. 
Giải. Ta có 


7 
3 mi =502,9, 
¡=1 


7 
Xna2 =3443,385. 
ml 


2„ 3443.385 _ 502.9” 


Vậ 0.347. 
ẬYy $ 71 T2 
Độ lệch chuẩn là s 2/0,347 x 0,589 (mm). IEl) 


0âu húi và bài tập 


Trong các bài tập dưới đây. yêu cẩu tính số trung bình, số trung vị. phương 
sai, độ lệch chuẩn (chính xác đến hàng phần trăm). 


9. Có 100 học sinh tham dự kì thi học sinh giỏi Toán (thang điểm là 20). Kết quả 
được cho trong bảng sau đây 


Điểm | 9 |10|1112|13|14|15|16|17|18119 
Tần số| 1 |! |3 |5 |8 |!13|19|24|14|10| 2 | x=100 


a) Tính số trung bình. 
) Tính số trung vị và mốt. Nêu ý nghĩa của chúng. 
e) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 
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10. Người ta chia 179 củ kl 
chúng (đơn vị là gam). T: 


11. Bảng sau đây trích từ số theo dõi 


12. Số liệu sau đây cho ta lãi (quy tròn) hàng tỉ 


Tính khối lượng trung 


lệch chuẩn. 


Lớp 


Tần số 


10;19 
20;29 
30 ;30 
40 ;40 
50 ;59 
60;69 
70 ; 79 
80 ; 89 
90 ; 99 


N=179 


1 
14 
21 
73 
42 
13 
9 
4 
2 


á 


hàng của một cửa hàng bán xe máy. 


hoai tây thành chín lớp căn cứ trên khối lượng của 
a có bảng phân bố tân số ghép lớp sau đây. 


ình của một củ khoai tây. Tìm phương sai và độ 


5 
8 


a) Tìm số xe trung bình bán được trong một ngày. 


b) Tìm phương sai và độ lệch chuẩn. 


Luyện tận 


Trong các bài tập dưới đây, yêu cầu tính số trung bình, số trung vị, phương 


sai, độ lệch chuẩn chính xác đến hàng phân trăm. 


2005. Đơn vị là triệu đồng. 


háng của một cửa hàng trong năm 


Tháng | I 2314| 5 |617 |8 |9 |10|11]112 
Lãi 12|15|18|13|13|16|18|14|15|17|20]117 
a) Tìm số trung bình, số trung vị. 
) Tìm phương sai và độ lệch chuẩn. 


13. Một cửa hàng vật liệu xây dựng thống kê số bao xi măng bán ra trong 23 ngày 
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cuối năm 2005. Kết 
47 54 43 50 6l 36 65 54 50 43 62 59 36 45 45 33 53 67 


2I 45 50 36 58. 


uả như sau : 


14 


a) Tìm số trung bình, số trung vị. 
b) Tìm phương sai và độ lệch chuẩn. 


Số lượng khách đến tham quan một điểm du lịch trong mỗi tháng được thống 
kê trong bảng sau đây. 


Số khách | 430 | 560 | 450 | 550 | 760 | 430 | 525 | 110 635 | 450 | 800 | 950 


a) Tìm số trung bình, số trung vị. 
b) Tìm phương sai và độ lệch chuẩn. 


Trên hai con đường A và B, trạm kiểm soát đã ghi lại tốc độ (km/h) của 30 
chiếc ô tô trên mỗi con đường như sau : 


Con đường A: 60 65 70 68 62 75 80 83 82 69 73 75 §5 72 67 
§8 90 85 72 63 75 76 85 84 70 6l 60 65 73 76. 

Con đường B: 76 64 5§ 8§2 72 70 68 75 63 67 74 70 79 
80 73 75 71 68 72 73 79 80 63 62 71 70 
74 69 60 63. 

a) Tìm số trung bình, số trung vị, phương sai và độ lệch chuẩn của tốc độ ô tô 

trên mỗi con đường A, Ö. 


b) Theo em thì xe chạy trên con đường nào an toàn hơn 2 


Í SỬ DỤNG MÁY TÍNH BỎ TÚI TRONG THỐNG KÊ 


Máy tính bỏ túi (MTBT) là công cụ hỗ trợ rất đắc lực cho việc học Thống kê. Nhờ 
MTBT, Thống kê đã trở nên dễ học và dễ ứng dụng. 


Chẳng hạn, đối với máy CASIO /: - 500MS, để tính số trung bình, phương sai và độ 
lệch chuẩn, chúng ta cần làm trình tự theo các bước sau : 


1) Đầu tiên, để vào chế độ tính toán thống kê, ta ấn 
MODE| |3 


2) Giả sử mẫu số liệu là x¡, x;.... x„. Để nhập số liệu, ta ấn 


» |[Df] + [ĐPj.. [BE 
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Để nhập mẫu số liệu x¿, +;,..., x„, trong đó +; có tần số ø,, ( = I,2,.... m), ta ấn 


a¡ [SHETI |: |», [DT] +; [SHET][: | n, [DTỊ... 


x„ |BHIFT ||; |m„ |DT 


3) Nhập dữ liệu xong, để tính số trung bình Y, ta ấn 
SHITT| |S - VARI |1| |= 


4) Để tính độ lệch chuẩn ‹, ta ấn 


SHIFT| |S - VARI |2| |= 


8) Để tính phương sai s7 (lấy bình phương của độ lệch chuẩn), ta ấn tiếp 

+]=] 

Ví dụ 1. Tính số trung bình, phương sai, độ lệch chuẩn điểm các môn học của An ở 
ví dụ 6, §3. 

Sau khi thực hiện bước 1, để nhập dữ liệu, ta ấn 


2)8§ |DT| 7.5 |DT|...9 |DT 


3) Để tính trung bình x, ta ấn 


SHIFT| |S - VARI |1] |= 


Kết quả x = 8,1, đó là số trung bình cần tì 
4) Để tính độ lệch chuẩn s, ta ấn 


3 


SHIFT| |S- VARI |2| |= 


Kết quả s= 0555959449, đó là độ lệch chuẩn cần fìm. 


8) Để tính phương sai s7, ta ấn tiếp 


x2 |= 


Kết quả sˆ ~ 0,309090909, đó là phương sai cần tìm. a 
Ví dụ 2. Tính số trung bình, phương sai, độ lệch chuẩn của mẫu số liệu trong ví dụ 7, §3. 
Sau khi thực hiện bước 1, để nhập dữ liệu, ta ấn 


2) 20|SHIFTI|;|5|DT|21|SHIFTI|;|8|DT|... 24| SHIFT| |;| 6| DT 


3) Để tính trung bình x, ta ấn 


SHIFT| |S - VAR| |1| |= 


Kết quả x = 22,1, đó là số trung bình cần tìm. 


16 


17 


4) Để tính độ lệch chuẩn s, ta ấn 
SHIFT| |§S - VARI |3| |= 


Kết quả s~ 1,240967365, đó là độ lệch chuẩn cần tìm. 
5) Để tính phương sai s”, ta ấn tiếp 
x'J[=] 


Kết quả sˆ = 1,54, đó là phương sai cần tìm. n 


âu húi và hài tận ôn tận chương W 


Chọn phương án đúng trong bốn phương án trả lời sau đây. 

Người ta xếp số cân nạng của 10 học sinh theo thứ tự tang dần. Số trung vị của 
mẫu số liệu này là : 

(A) Số cân nặng của học sinh thứ năm ; 

(B) Số cân nặng của học sinh thứ sáu ; 

(C) Số cân nặng trung bình của em thứ năm và thứ sấu ; 

(D) Không phải các số trên. 

Chọn phương án đúng trong. bốn phương án trả lời sau đây. 

Độ lệch chuẩn là : 

(A) Bình phương của phương sai;  (B) Một nửa của phương sai ; 

(C) Can bậc hai của phương sai ; (D) Không phải là các công thức trên. 
Trong các bài tập từ 18 đến 2l, yêu câu tính số trung bình, số trung vị, 
phương sai, độ lệch chuẩn chính xác đến hàng phân trăm. 


18. Người ta phân 400 quả trứng thành năm lớp căn cứ trên khối lượng của chúng. 


(đơn vị là gam). Ta có bằng phân bố tần số ghép lớp sau đây. 


Lớp Tần số 
[27.54 3223) 18 
[32.5 ; 37,5) 76 
[37,5 ; 42,5) 200 
[42,5; 47.5) 100 
[47,5 ; 52.5) 6 

N=400 


a) Tính số trung, bình. 
b) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 


I8I 


19. 
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Một người lái xe thường xuyên đi lại giữa hai địa điểm A và ä. Thời gian đi 
(tính bằng phút) được ghi lại trong bằng phân bố tần số ghép lớp sau đây. 


Lớp Tần số 
40; 44] 9 
[45 : 49] 15 
[50 ; 54] 30 
{55 ; 59] 17 
[60; 64] 17 
[65 ; 69] 12 

N= 100 


a) Tính thời gian trung. bình mà người đó đi từ A đến B. 
b) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 


. Một nhà nghiên cứu ghi lại tuổi của 30 bệnh nhân mắc bệnh đau mắt hột. Kết 


quả thu được mẫu số liệu như sau : 

21 17 22 18 20 17 15 13 15 20 l1§ 12 I§ 17 25 17 2l 15 
12 18 16 23 14 I8 I9 13 16 19 18 17. 

a) Lập bảng phân bố tần số. 

b) Tính số trung bình và độ lệch chuẩn. 


e) Tính số trung vị và mốt. 


- Người ta tiến hành phỏng vấn một số người về một bộ phim mới chiếu trên 


truyền hình. Người điều tra yêu cầu cho điểm bộ phim (thang điểm là 100). 
Kết quả được trình bày trong bảng phân bố tần số ghép lớp sau đây. 
Lớp Tần số 
[50 ; 60) 2 
[60 ; 70) 6 
[70 ; 80) 10 
[80 ; 90) 8 
[90 ; 100) 4 
N=30 


a) Tính số trung bình. 
b) Tính phương sai và độ lệch chuẩn. 


” bUU LƯỤI Ìl birÌL VTHÌ 
Chương INSIRIE) THỨC LƯỢIB BIñE 


ONM =(cosơ).E + (wnø).ƒ 
M(cosaø; stn.œ) 


„_ Từ 0 giờ đến12 giờ, hat kim đông hỗ 
Ấ\ ở tị trí hai ta đối nhau L1 lần. 


Góc và cung lượng giác có gì khác với góc và cung hình học ? 
Điều quan trọng là mỗi góc và cung lượng giác đồu tương úng với 
một số thục duy nhất và với một điểm duy nhất trên đường tròn lượng 
giác. Trong chương này, chúng ta sẽ thấy lại các tỉ số lượng giác 
đã học theo một ý nghĩa sâu sắc hơn, sẽ phải ghi nhớ khá nhiều 
công thúc lượng giác và rèn luyện các kĩ năng biến đổi lượng 
giác. Các kiến thức và kĩ năng ấy sô rất œó ích không những 
trong Đại số mà cả trong Hình học lớp 10, lớp 11,... và một số 
môn học khác. 
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GÓC VÀ CUNG LƯỢNG GIÁC 


Ta đã có khái niệm góc giữa hai tia chung gốc mà người ta còn gọi là góc hình 
học. Trong bài này, ta sẽ xây dựng khái niệm góc lượng giác liên quan chặt 
chẽ với góc hình học. 


Đơn vị đo góc và cung tròn, độ dài của cung tròn 
a) Độ 


Ta đã biết đường tròn bán kính # có độ dài bằng 2# và có số đo bằng 360”. 
Nếu chia đường tròn thành 360 phần bằng nhau thì mỗi cung tròn này có độ 


# 2n _ 7TR à # Sử é 
đài bằng = = T80 và có số đo l”, góc ở tâm chắn mỗi eung đó có số đo 


bằng 1°. 
Vậy cung tròn bán kính # có số đo a° (0 < ø < 360) thì có độ dài 


Lá 
180 


Ví dụ 1 
~ Số đo của ở đường trồn là -:360 = 210. 
~ Cung tròn bán kính # có số đo 72° thì có độ đài là T .R= “s È n 


h 
[Hf] Một hải là độ dài cùng tròn xích đạo có số đo 'ạ) = 1! Biết độ dài xích đạo 
là 40 000 km, hỏi một hải lí dài bao nhiêu kilômét 2 


b) Rađian 


Một đơn vị khác được sử dụng nhiều trong toán học, khoa học và kĩ thuật là 
rađian. Nó tỏ ra thuận lợi khi tính độ dài cung tròn. 


ĐỊNH NGHĨA 


Cung tròn có độ dài bằng bán kính gọi là cung có số đo 1 rađian, 
gọi tắt là cung 1 rađïan. Góc ở tâm chắn cung 1 rađian gọi là gúc 
có số đo 1 rađian. sọi tắt là góc l rađian. 

1 rađïan còn viết tắt là 1 rad. 


IP] Để hình dung góc 1 rad người ta quấn đoạn dây dài bằng bán kính đường tròn 
quanh đường tròn đó (h.6.1). Hãy làm điều trên và đo xem góc L rad xấp xỈ bằng bao 
nhiêu độ. R 

s Xét các cung của đường tròn bán kính #. Vì cung 
tròn có độ dài bằng # thì có số đo 1 rad nên : 

— Toàn bộ đường tròn (do có độ dài bằng 2m8) có số © 


đo rađian là =2n ; 


— Cung có độ dài bằng 7 thì có số đo rađian là 


l 
a=—. 
R 
Vậy cung tròn bán kính 8 có số đo ø#rađian thì có độ dài Hình 6.1 


I=øR 


và khi # = I (tức là trên đường tròn đơn vị) thì độ dài cung tròn bằng số đo 
rađian của nó. 


» Bây giờ, ta xét quan hệ giữa số đo rađian và số đo độ của cùng một cung tròn. 
Giả sử cung tròn có độ dài /. Ciọi ø là số đo rađian và ø là số đo độ của cung đó. 
Khi đó, theo các công thức về độ dài cung, ta có 


1= øR =T= +, 
180 


Suy ra 


¿ _ St. "1... 
Vậy cung có số đo Ï rađian thì có số đo độ là ——: tức là 
T 


I rad= (] # 57917'45". 
1 


7 25 TÀ 
› tức là 


Cung có số đo l độ thì có số đo rađian là 


I9 =—^— rad 2 0,0175 rad, 
180 
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CHÚ Ý 
Vì tính chất tự nhiên và thông dụng của rađian, người ta thường 
không viết chữ rađian hay rad sau số đo của cung và góc, chẳng hạn 
Ki x :⁄+1A 1L 
— rad cũng được viết là —. 
2 rad cũng được vi 2 
GHI NHỚ 


Bảng chuyển đổi số đo độ và số đo rađian của một số cung tròn 


Độ | 30” | 45” | 6o” | 900 |120°{135°{1502|1802|270°360° 


Rađian 


7 T T Tm | 2m | 3m | 5n 3m 
4 


6|J4+|13|2]|23 s|*|J;|2 


Góc và cung lượng giác 
Khái ni 
trong mặt phẳng. 


m góc và cung lượng giác gắn chặt với việc quay quanh một điểm 


a) Khái niệm góc lượng giác và số đo của chúng 
» Để khảo sát việc quay tia Øm quanh điểm O, ta cần chọn một chiều quay gọi 
là chiều dương. Thông thường, ta chọn đó là chiều ngược chiều quay của kim 
đồng hồ (và chiều quay của kim đồng hồ gọi là chiểu âm) (h.6.2). 

/,m wì 


2) Đ) 
Hình 6.2 


Khi đó, nếu tia m quay theo chiều dương đúng một vòng thì ta nói tỉa Øm 
quay góc 360” (hay 2m rad), quay đúng hai vòng thì nói nó quay góc 720” 
(hay 4m rad), quay theo chiều âm nửa vòng thì nói nó quay góc -180° 


H. h đề, c3 25 S2. 
(hay —7 rad), quay theo chiều âm ba vòng bốn phần bảy (tức T vòng) thì nói 


50m 


nó quay góc = 360 (hay — rad)... 


« Cho hai tia Øw, Øv. Nếu tia Øm quay chỉ theo chiều dương (hay chỉ theo 
chiều âm) xuất phát từ tia Ow đến trùng với tỉa Ów thì ta nói : T74 Om quét một 
góc lượng giác tia đầu Ou, tỉa cuối Ov. Khi quay như thế, tia Øm có thể gặp 
tỉa Óy nhiều lần, mỗi lần ta được một góc lượng giác tia đầu Øu, tia cuối Óv. 
Do đó, cho hai tia Øu, Ov thì có vô số góc lượng giác (một họ góc lượng giác) 
tia đầu Ớu, tia cuối Óy. Mỗi góc lượng giấc như thế đều được kí hiệu là 
(Ớu, Ov). 


Khi tỉa Øm: quay góc a” (hay ø rad) thì ta nói góc lượng giác mà tia đó quết 


nên có số đo a” (hay #rad). 
Như vậy : 
Môi góc lượng giác gốc O được xác định bởi tỉa đầu Ou, tỉa cuối 
ÓOyV và số do độ (hay số do radian) của nó. 
Ví dụ 2. Trên mỗi hình 6.3 a), b) đều có biểu diễn góc lượng giác tia đầu Ów, 
tỉa cuối Øu và có số đo 1502. 
a) Góc thứ hai trên hình 6.3 a) có được do tia Øm quay tiếp theo chiều dương, 
hai vòng nữa nên có số đo 150” + 2.360” (= 870). 


b) Góc thứ hai trên hình 6.3 b) có được do tỉa m quay theo chiều âm từ Ø 
đến trùng Óv lần đầu tiên nên có số đo —(360” —150P)= 150” —360”(=—210°). 
Nếu cho tia Óm quay tiếp một vòng nữa theo chiều âm thì được góc lượng, 


giác (Ou, Ov) có số do 150” - 2.360” (= —570°). n 
Là 

v 

<mA 
7 L 0? 
L 
8)  150%+2.360°=870 b) 
Hình 6.3 


[m] Trên hình 6.4 có ba góc lượng giác 


(Ou, Øv), rong đó một góc có số đo 7 


Hỏi hai góc lượng giác còn lại có số đo 
bao nhiêu 2 Hình 64 
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"Tổng quát : 
Nếu một góc lượng giác có số đo đa (hay ø rad) thì mọi góc lượng 
giác cùng ta đâu, tia cuôi với nó có số đo dạng a°+k360° (hay 
#+k2m rad), k là số nguyên, môi góc ứng với một giá trị của k. 

Ví dụ 3. Giả sử góc hình học „y trên hình 6.5 v 

có số đo 60°. Khi đó cễ thấy các gốc lượng giác tia X 

đầu Øu, tia cuối ÓØw có số đo 60°+k360°, còn 


các góc lượng giác tia đầu Ów, tia cuối Óu có số đo ớ k 
ì dã 
—60° +k360° (ke 2). n Hình 6 
CHÚ Ý 


Không được viết ø° + k2m hay ø+ k360” (vì không cùng đơn vị đo). 


b) Khái niệm cung lượng giác và số đo của chúng 


* Vẽ một đường tròn tâm Ø bán kính #. Nếu tia m cắt đường tròn tại Ä⁄ thì 
việc cho tia Øm: quay quanh Ø cũng có nghĩa là cho điểm M chạy trên đường. 
tròn đó. Chiều quay của tia Øm cho ta chiều di động của điểm M trên đường. 
tròn : chiều dương là chiều ngược chiều quay của kim đồng hồ và chiều âm là 
chiều quay của kim đồng hồ như ở hình 6.6. Đường tròn với chiều di động đã 


được chọn như thế gọi là đường tròn định hướng. 


3) 


Hình 66 
Gọi giao của các tia Øu, Óv nói trên với đường tròn đó là U và V. Khi tia Øm 
quét nên góc lượng giác (Ou, Óv) thì điểm ‡ chạy trên đường tròn luôn theo 


một chiều từ điểm U đến điểm V. Ta nói điểm ÄM vạch nên một cung lượng giác 
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mút đâu (điểm đầu) U, mút cuối (điểm cuối) V, tương ứng với góc lượng giác 
(Ow, Ov). Vậy hai điểm U và V trên đường tròn định hướng xác định vô số cung, 
lượng giác (họ cung lượng giác) mút đầu ¿/, mút cuối V, cùng được kí hiệu là L/V 
* Ta coi số đo của góc lượng giác (Øu, Óv) là số đo của cung lượng giác UV 
tương ứng. Từ đó : 


Trên đường tròn định hướng, mỗi cung lượng giác được xác định 
bởi mút đâu, mút cuối và số đo của nó. Nếu một cung lượng giác 
UV có số do ở thì mọi cung lượng giác cùng mắt đầu U, mút cuối V 


có số đo dạng đ + k2m (k e 2) ; mỗi cung ứng với một giá trị của k. 


Nếu ø là số đo của cung lượng giác UV 
vạch nên bởi điểm M chạy trên đường tròn 
theo chiều dương từ đến gặp V lần đầu 


tiên thì 0 < z< 2m và # chính là số đo của 


cung tròn (hình học) lãnh (h.6.7). 


Hình 6.7 


3. Hệ thức Sa-lơ 

- Ta đã biết, độ dài đại số 4B của vectơ AB trên 
trục số Ów (với vectơ đơn vị ỉ) là số xác định bởi 
AB = (AB). Khi đó, với ba điểm tuỳ ý A, 8, C trên 
trục số, từ AB + BC = AC suy ra đẳng thức số 
AB + BC = AC gọi là hệ thức Sa-lơ về độ dài đại số. 


Ta thừa nhận một hệ thức có dạng tương tự gọi là hệ fluức 


Sœlơ về số do của góc lượng giác : 


Misen Sa Với ba tỉa tuỳ ý On, Ov, Ow, ta có 
(Michel Chasles 1793 — 1880) 


sđ(Øu, Óv) + sđ(Óv, Ón 


đ(ÓØu, Ow) + k2n (k eZ). 


Đó là một hệ thức quan trọng trong tính toán về số do của góc lượng giác. 
Từ hệ thức trên suy ra : Với ba tỉa tuỳ ý Óv, Ởu, Ów, ta có 
sđ(Ou, Ov) = sđ(Ox, Ov) — sđ(Oxv, Ou) + k2n (ke Z2). 
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" 


LẺ 
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Ví dụ 4. Nếu một góc lượng giác (Øx, Óu) có số đo —_ và một góc lượng, 
tố ïỌ th  . 
giác (ÓØv, Óv) có số đo "Sỹ thì mọi góc lượng giác (Óu, Óv) có số đo bế 


(e2). n 


« Đối với các cung lượng giác, ta cũng có hệ thức Sa-lơ : 
Với ba điểm tuỳ ý U,V, W trên đường tròn định hướng, ta có 
x ^^ Z 
sử UV + sđVW = sử UW + k2n (k e 2). 
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§âu hỏi và hài tận 

Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng, khẳng định nào sai ? 

a) Số đo của cung tròn phụ thuộc vào bán kính của nó. 

b) Độ dài cung tròn tỉ lệ với số đo của cung đó. 

e) Độ dài cung tròn tỉ lệ với bán kính của nó. 


đ) Nếu Óu, Óv là hai tia đối nhau thì số đo của các góc lượng giác (Øu, Óv) 
là (2# + l)n, ke Z. 


Kim phút và kim giờ của đồng hồ lớn nhà Bưu điện TP. Hà Nội theo thứ tự dài 
1,75 m và 1,26 m. Hỗi trong 15 phút, mũi kim phút vạch nên cung tròn có độ 
dài bao nhiêu mét 2 Cũng câu hỏi đó cho mũi kim giờ. 


Điền vào các ô trống trong bảng 


Số đo độ —60° ~240” 3100° 
Số đo cảm | l6 đâm 
rađian 4 3 5 


a) Đổi số đo độ của các cung tròn sau thành số đo rađian (chính xác đến 
hàng phần nghìn) 21°30' và 75°54'. 


) Đổi số đo rađian của các cung tròn sau ra số đo độ (chính xác đến phút) : 
2 ; BÌỢt mn 
2,5 rad và — rad (có thể dùng máy tính bỏ túi, xem bài đọc thêm). 


T 
Coi kim giờ đồng hồ là tia Ów, kim phút là tia Óy. Hãy tìm số đo của các góc 
ượng giác (OØu, Óv) khi đồng hồ chỉ 3 giờ, chỉ 4 giờ, chỉ 9 giờ, chỉ 10 giờ. 


6. Chứng minhrằng: 
: D `. 'ẻ .... 1... ẽ ẽ. 

a) Hai góc lượng giác có cùng tia đầu và có số đo là s.W và "— thì có cùng 
tỉa cuối ; 
b) Hai góc lượng giác có cùng tia đầu và có số đo là 645” và -435” thì có 
cùng tỉa cuối. 

7. Tìm số đo á”,=180< < 180, của góc lượng giác có cùng tỉa đầu và tỉa cuối 
với góc trên mỗi hình sau (h.6.8) : 


300 420 
y Lá L) 9 H H L) 
xi ~120 
v b 


Hình 6.8 


Luyện lận 


§. Cho ngũ giác đều Ag4¡4A;4z4x nội tiếp đường tròn tâm Ø (các đỉnh được sắp 
xếp theo chiều ngược chiều quay của kim đồng hồ). Tính số do (độ và radian) 


của các cung lượng giác 2Ä » ^ư (j=0,1,2,3,47 #j). 


9, Tìm góc lượng giác (Óu, Ov) có số đo dương nhỏ nhất, biết một góc lượng. 
giác (Ow, Óv) có số đo ; 


a) -90° ; b) 10002; e) =n h d)-—- 


10. Tìm số đo rađian œ, —  < œ <7, của góc lượng giác có cùng tia đầu, tia cuối 
với góc trên mỗi hình sau (h.6.9) : 


w 
4m _m 
2z II, 3 
La H L} H 
& ' Z5 
4 
Y, 


Hình 6.9 


11. Chứng minh rằng hai tia Øư và Óy vuông góc với nhau khi và chỉ khi góc 


lượng giác (Ou, Ov) có số đo (2k + DĐ ke Z. 
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12. Kim giờ và kim phút đồng hồ bắt đầu cùng chạy từ vị trí tỉa Øx chỉ số 12 (tức 
lúc O giờ). Sau khoảng thời gian / giờ ( lấy giá trị thực không âm tuỳ ý), kim 
giờ đến vị trí tia u, kim phút đến vị trí tia Ów. 

a) Chứng mỉnh rằng khi quay như thế, kim giờ quét góc lượng giác (Øx, Øw) 

có số đo ¬f kim phút quét góc lượng giác (Øx, Ov) có số đo -2n. Hãy tìm 

số đo của góc lượng giác (Ow, Óv) theo f 

b) Chứng minh rằng hai tia Óư và Óy trùng nhau khi và chỉ khi ? = “ vải 

Rc: 0.1123 xø 

c) Chứng minh rằng trong vòng 12 giờ (0 </ < 12), hai tia ưu và Óv ở vị trí hai 
ê ậ ty TM 6 : 

tỉa đối nhau khi và chỉ khi / = n** +1) với k=0, 1,..., 10. 


TT: TH... Sản đỘT Và HE 2 1a v. , 
13. Hỏi hai góc lượng giác có số đo rađian T- và `" (m là số nguyên) có thể 


có cùng tia đầu, tỉa cuối không ? 


GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA GÓC (CUNG) 
LƯỢNG GIÁC 


§ 
Trong mục này, ta sẽ mở rộng các giá trị lượng giác của góc hình học thành 
giá trị lượng giác của góc lượng giác. Đó là cơ sở để xây dựng các hàm số 
lượng giác, những hàm số quan trọng trong toán học, khoa học và Kĩ thuật, 
liên quan mật thiết đến thực tiên. 
1. Đường tròn lượng giác 
a) Định nghĩa 
Đường tròn lượng giác là một đường tròn đơn vị (bản kính 
bằng 1), định hướng, trên đó có một điểm A gọi là điểm sốc. 


Nhắc lại rằng người ta luôn quy ước ứrên đường tròn lượng giác, chiêu ngược 
chiếu qway của kim đồng hồ là chiều dương và chiều quay của kim đồng hồ là 
chiêu âm. 
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b) Tương ứng giữa số thực và điểm trên đường tròn lượng giác 


Cho đường tròn lượng giác tâm O, gốc A. Với mỗi số thực #z, hiển nhiên có 
một cung lượng giác duy nhất AM có số đo ø (rad), cũng có nghĩa là có một 
góc lượng giác duy nhất (ØA, OM) có số do #z. Cung và góc lượng giác đó 
gọi tất là cung & và góc #; đôi khi ta cũng viết AMỀ= ø và (ÓA, OM) = ø. 
Điểm M thuộc đường tròn lượng giác sao cho (OA, OM) = ø gợi 
là điểm xác định bởi số œ (hay bởi cung œ, hay bởi góc Ø). 
Điểm M còn được gọi là điểm trên đường tròn lượng giác biểu 
diễn cung (góc) lượng giác có số đo ở. 
"Ta nhận xét ngay rằng : 
Ứng với mỗi số thực œ có một điểm trên đường tròn lượng giác 
(điểm xác định bởi số đồ) tương tị như trên trục số. Tuy nhiên, mỗi 
điểm trên đường tròn lượng giác ứng với vô số số thực. Các số thực 
đó có dạng œ+ k21n, k c Z. 


Hị Để thấy rõ hơn tương ứng giữa số thực và diểm 
trên đường tròn lương giác, hãy xét trục số Ar (gốc A) là 
tiếp tuyến của đường tròn lượng giác tại A, hình dung Ar 
là một sợi dây và quấn dây đó quanh đường tròn lượng 
giác nhưở hình 6.10 : Điểm Mì trên trục Ar có toạ độ œ 
đến trùng với điểm M trên đường tròn lượng giác thoả 
mãn sử ẤM ø, tức M xác định bởi ø Hỏi: 

a) Các điểm nào trên truc số Ar đến trùng với điểm A trên 
đường tròn lượng giác 2 Hình 6.10 


b) Các điểm nào trên trục số Az đến trùng với điểm A' trên đường tròn lượng giác (A' 
là điểm đối xứng của A qua tâm O của đường tròn) 2 Hai điểm tuỳ ý trong số các 
điểm đó cách nhau bao nhiêu 2 

e) Hệ toạ độ vuông góc gắn với đường tròn lượng giác 

Cho đường tròn lượng giác tâm Ó, điểm gốc A. Xét hệ toạ độ vuông góc Oxy 


Ẵ ` A4. + .. à ¿` TL 
sao cho tỉa Óv trùng với tia ÓA, góc lượng, giác (Øx, ÓØy) là góc s +k2n, ke Z 


(h.6.11). Hệ toạ độ đố được gọi là hệ toạ độ vuông góc gắn với đường tròn 
lượng giác đã cho. 
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Sau này, ta luôn xét đường tròn lượng giác trong, 
hệ toạ độ vuông góc gắn với nó. 


ID] Tìm toạ độ của điểm M trên đường tròn lượng 


ve A-. 3m 
giác sao cho cung lương giác AM có số đo ⁄ 


(h.6.11). 


Giá trị lượng giác sỉn và côsin 
a) Các định nghĩa 
Với mỗi góc lượng giác (Ow, y) có số đo ø, lấy điểm 
M trên đường trồn lượng giác để (2A, OM) = ø, tức 
là điểm M xác định bởi số z (h.6.12). Gọi toạ độ của 
JM trong hệ toạ độ gắn với đường tròn đó là (v ; y). 
Hoành độ x của M được gọi là 
côsin của góc lượng giác (Ou, Óv) 
hay của ø và kí hiệu 
c€os(Oi, 9) = c0sđ= Y. 
Tung độ y của M được gọi là sỉn 
của góc lượng giác (Ou, Ov) hay 
của # và kí hiệu 


sin(Ow, Óv) = sinø = y 


Nếu sđ(Ou, Óv) = a” thì ta cũng viết 
cos(1, Óy) = €oSđ”, 
sin(Ow, Óy) = sina”. 


Ví dụ 
1 
a) soi| 3)” Sũ 
s—5]~- —— (h6.13). 
b) sin 2259= _ 


cos225° = 


Hình 6.12 


ChỒ, 


Hình 6.13 


Hình 6.14 


CHÚ Ý 
Gọi Ỷử= ÓA, ỷ = OB là các vectơ đơn vị trên trục hoành và trục 
tung (h.6.12). Khi đó, nếu điểm 4⁄ thuộc đường tròn lượng giác xác 
định bởi số #Z thì 

OM = (cosa)r + (sin2) j, 
tức là M có toạ độ (cosz ; sinZ). 
Gọi , K theo thứ tự là hình chiếu vuông góc của điểm Ä⁄ trên Øx 
và Óy thì Ø#J = (cosz)¿` và OK = (sin) j, tức là 


cosz = ÓH ;sinz= OK. 


“Trong lượng giác, người ta cồn gọi trục Óx là đe côsin và trục Óy 
là frựục sứm. 

a) Tìm ø để sinz= 0. Khi đó, cosz bằng bao nhiêu 2 

b) Tìm ø để cosz= 0. Khi đó, sinz bằng bao nhiêu ? 


b) Tính chất 
1) Vì các góc lượng giác œ + k2, k € Z cùng xác định một điểm #M trên 


đường tròn lượng giác nên ta có 


cos(# + k2) = cosở ; sin(# + k2) = sinở. 


2) Với mọi #, ta luôn có 


=l <cos#< Ï ;—l <sinơ < 1. 


3) Vì OH” + OK”= OM = 1 (h.6.12) nên ta có 


a) Trên đường tròn lượng giác gốc A, xét cung lượng giác ẤM có số đo ø Hỏi điểm M 
nằm trong nửa mặt phẳng nào thì cosœ > 0, trong nửa mặt phẳng nào thì 
cosz< 0 ? Vẽ hình minh hoạ. Cũng câu hỏi đó cho sinœ 


b) Hãy xác định đấu của sin3 và cosä3. 


3. Giá trị lượng giác tang và côtang 


a) Các định nghĩa 
Cho góc lượng giác (Øu, Óv) có số đo Z. 
ề T ;.„ SInØ : 
Nếu cosở # Ö (tức ## — + kn, ke 2) thì tỉ số = được gọi 
2 C0SØ 


là tang của góc ơ, kí hiệu là tang (người ta còn dùng kí hiệu tạ). 


Vậy 
sin# 
tan(Ou, Óy) = tan#= . 
C0SØ 
sả. cẾ . xu sa 0S TA 
Nếu sinø # 0 (tức # # km, k 6 2) thì tỉ số — được gọi là 
sin#z 
côtang của góc ứ, kí hiệu là cotœ (người ta còn dùng kí hiệu cotg 2). 
Vậy 
C0S# 
cot(Ou, Ó») = cotz= — . 
sin# 
Khi sđ (Øw, Ov) = ä`, ta cũng viết 
tan(Ów, Óy) = tana” ; cot(Ow, Ów) = cotd”. 


Ví dụ 2. Theo ví dụ I, ta có 


a) tan| —|= _—— 
3) mÍ 3) SE) BỊ 
2 
M2 
cos2250_ TT” 
b) cot2259 = —®““~= ——~= I. n 
sin2259 V2 
2 


b) Ý nghĩa hình học 
» Xét trục số A/ gốc A, tiếp xúc với đường tròn lượng giác tại điểm gốc A và 


cùng hướng với trục Øy. Khi (ÓA, OM) = sao cho cos# # 0 thì đường thẳng 
OM cắt trục Ar tại điểm 7 có toạ độ là (1 ; tan), tức là 
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Thực vậy, đường thẳng qua gốc Ø (khác Óy) 
có phương trình y = kx nên nó đi qua điểm 
sin # 


M(cosø ; sin2) khi và chỉ khi k = 
: COS 
Vậy phương trình đường thắng ØM là 


_ Sing 


„ (h.6.15). Rõ ràng, giao điểm 
cos# 


T đang xét cố hoành độ x = l nên tung độ 
sin# 


của Tlà y = = tan2, 


C0SØ 
Vì vậy, trục A/ còn gọi là frực tang. 


Hình 6.15 


* Xét trục số Bs gốc Ö tiếp xúc với đường, 
tròn lượng giác tại B(0 ; l), cùng hướng 
với Ov (h.6.16). =x ï 
Khi (2A, OM) = ø mà sinø # 0 thì đường, 
thẳng OM cắt trục Bs tại điểm ® có toạ độ Jấ À 

là (cotZ; 1), tức là Ó Á x 


(chứng minh tương tự như trên). 
Vì vậy, trục 8» còn gọi là rực côtang. Hình 6.16 
Ví dụ 3. a) tan(=45”) = —l (h.6.17). 


b) THNG (h.6.18). n 


Hình 6.17 Hình 6.18 Hình 6.19 


[Hs] Các trục toạ độ Ox, Oy chia mặt phẳng thành bốn góc phần tư 1, II, II, 'V 
(h.6.19). Hỏi với điểm M nằm trong góc phần tư nào thì 

8) tan(OA, OM) > 0? 

b) cot(OA, OM) <0 ? 
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c) Tính chất 


1) Từ ý ng]ĩa hình học nói trên, suy ra : Với mọi k e Z, ta có 


tan(# + k7) = tan ; cot(# + kñ) = cotœ 


(khi các biểu thức có nghĩa). 


2) Từ định nghĩa tang và côtang, suy ra 


Khi sinø. cosz # 0 (tức khi #z# kệ. ke Z2), ta có 


l 


cotZ= ' 
tan 


3) Từ định nghĩa tang và côtang và từ công thức sin2ø + eos2ø= I, ta Suy ra 
ngay các công thức 


Khi coszz 0, 1 +tanz= 


COS“ Ø 


Khi sinøz # 0, l+ cot2øz = 


sin? ø 


4. Tìm giá trị lượng giác của một số góc 


» Từ định nghĩa các giá trị lượng giác nói trên, ta thấy : Nếu góc lượng giác 
(Øu, Oy) có số đo ø, 0 < ø <7 thì các giá trị lượng giác của nó bằng các giá 
trị lượng giác của góc hình học Óy đã học trước đây. Vậy ta có bảng sau : 


T T T u 
ở 0 _ ca Lên c 
6 4 3 2 
sinø 0 sh * v3 1 
2 ) 2 
©0s# 1 w w _ 0 
SÃ 2 9 
I 
tan# 0 — 1 3 | Không xác định 
Nrị +5 L 
1 
cotz | Không xác định 3 1 — 0 
g xác định | -/3 Tn 
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14. 


* Khi biết một giá trị lượng giác của góc ø, có thể dùng các công thức lượng 
giác ở mục 2, mục 3 và dấu của giá trị lượng giác để tính toán các giá trị 
lượng giác còn lại của góc œ. 


4 
Ví dụ 4. Cho #, T < # < + Hãy tìm cosœ, nếu biết sin# = _=: 


Giải. Do Tt< œ < = nên cosø < 0, từ đó 


IR| 
( 7 bì) đc nụ và 45 
Ví dụ 5. Cho #, Si < ø <0. Hãy tìm cosø, sinz, biết tanø = th ng 
Đ 7 ` 
Giải. Do —;<#< 0 nên cosø > 0. Vậy từ 
coø2#=———=—l—=2› 
Ittanfz q1+5 9 
4 
Suy ra cos ở — E và từ đó sin # = cos #.tan # = n 
CHÚ Ý 


Vì cho góc lượng giác (Óu, Óv) cũng có nghĩa là cho cung lượng 
giác UV tương ứng trên đường tròn lượng giác tâm Ø, nên nói về 
các giá trị lượng giác của góc (Øu, Óy) cũng có nghĩa là nói về các 


giá trị lượng giác của cung UV tương ứng. 


0âu húi và hài tập 
Mỗi khẳng định sau đúng hay sai 2 


a) Nếu Z âm thì ít nhất một trong các số eosZ, sinz phải âm 


b) Nếu øZ dương thì sinz= VI - cos” øZ. 


c) Các điểm trên đường tròn lượng giác xác định bởi các số thực sau trùng nhau : 
Tin 
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đ) Ba số sau bằng nhau : 
cos245° n sin(Teos5] và —sin210°. 
e) Hai số sau khác nhau : 


ta LÍN (và [3 
sin — về sin[ + 15058. 


g) Các điểm của đường tròn lượng giác lần lượt xác định bởi các số 0 ; : h = ñ 
Tị = VÀ — N là các đỉnh liên tiếp của một lục giác đều. 


15. Tìm các điểm của đường tròn lượng giác xác định bởi số ø trong mỗi 
trường hợp sau : 


` X 4 Ý — COS“ Ø# 
a) cosơ = MI— sin" ø ; b) Msin°ø =sinø ; c)tanz=-— `”. 


cosđ 


16. Xác định dấu của các số sau : 


a) sin 156” ; cos(—80”) ; "-^ và tan 556” ; 
„ T 3nì\.. T 2Š 8 7 
b) sin| œ+—| : cos| œ - — | và tan| œ- — |. biết rằng Ö < ø < —: 
4 § 2 ý) 


17. Tính các giá trị lượng giác của các góc sau : 


a)~—+(2k+1)n; b)km; c—+Èn; d) c+kn (e”). 
3 2 4 
18. Tính các giá trị lượng giác của góc # trong mỗi trường hợp sau : 
1 1 3 
a) cos#= —:› sinz<0; b) sin#= ——› xá ¿<< 5 
4 3 32, 2 


©) tanz= S T1 < ø<0. 


19. Đơn giản các biểu thức : 


R l— cos# l S`y 
a) sinf # + sin? zeos? ø ị b) —=_  = (giả sử sina # 0) ; 
sin” ø 1+ cosđ 
L— sin” øcos? ø 2 No Âu 
€)———- cos” ø (giả sử cosœ # 0). 


2 
cos“ # 
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Luyện tận 


20. Tính các giá trị lượng giác của các góc sau : 
Šmn llin l0n l7m 


225°,~225°, 150,~5109, —, ——. 
3” 6 3 3 


21. Xét góc lượng giác (OA, OM) = ø, trong đó M là điểm không nằm trên các 
trục toạ độ Óx, Óy. Hãy lập bảng, dấu của sinz, cosø, tanø theo vị trí của M 
thuộc các góc phần tư I, I, IH, IV trong hệ toạ độ Oxy. Hỏi M ở trong góc 
phần tư nào thì : 


a) sin2, cosZ cùng dấu ? b) sinz, tanz khác dấu 2 


22. Chứng minh các đẳng thức sau : 


a) costz~ sinh#= 2cos2z ~ I : 


2 đàn: 
b)l— cofz= — (nến sinz # 0) ; 
sinˆ# sin # 
I + sin” ø À£ bu kế < 
©) In 1+ 2tan“ # (nếu sinzz +). 
1~ si“ ø 


23. Chứng minh các biểu thức sau không phụ thuộc Z: 


a) Ahin^z +4cosz + Xcos1z + 4sinz Ñ 


b) 2(sin°ø + cosS2) _ 3(costøz+ sin'2) h 


2 "of + „. 
sỆ SH (nếu tanz z I). 


tanz-l cotz~—l 
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Bài đọc thêm, 


SỬ DỤNG MÁY TÍNH BỎ TÚI ĐỂ ĐỔI SỐ ĐO GÓC 
VÀ TÌM GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC 


Có thể dùng máy tính bỏ túi để tìm giá trị lượng giác của góc lượng giác và đổi số đo 
độ của cung tròn ra rađian và ngược lại. Chẳng hạn, dùng máy tính CASIO 


& -500MS : 


~ Để tính sin cT) thì ấn 


IMODE| |MODE| |MODE 


sm[ [{ [C|9 [SHTET| z |z] 4 [E 


s|$ IM 


Kết quả là - 0,707 106781 (- = 
~ Để tính tan 6352141" thì ấn 
IMoDE| [MODB| |MoDE| hj [tan] 63 Ƒ*z| s2 P*| 41 *| 
Kết quả là 2,039 276 643. 
~ Để đổi 33”45' ra rađian thì ấn 
IMoDE] [MODE| |MoDEỊ Ja| 33 *|45 **| lsnT| [pne| [1| |= 
Kết quả là 0,589 048 622. 


- Để đổi : rad ra độ thì ấn 


t2 


IMoDE| jMoDpị jMopr[ j| |{ › [-] 4 )| JäHET] jbRG 
Kết quả là 42958'1 9" (xấp xi). 


GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA CÁC GÓC (CUNG) 
CÓ LIÊN QUAN ĐẶC BIỆT 


lÚI Xét hai điểm M, N thuộc đường tròn lượng giác xác định bởi hai góc có liên 
quan nêu trong bốn trường hợp 1, 2, 3, 4 dưới đây. Có nhận xét gì về vị trí của hai 
điểm M, N đối với hệ trục toa độ Oxy cho mỗi trường hợp ? Từ đó giải thích tại sao có 
các công thức sau đây (chỉ xét các góc lượng giác mà biểu thức trong công thức 
có nghĩa) 


1. Hai góc đối nhau 


(OÓA, OM) = ø, (0A, ON)= -z(h.6.20). 


sin(-ø#) = —sinœ 


COS(— ở) = C0SØG 
tan(—=#) = —tanœ 


cot(-#) =—cotø. 


Hình 6.20 


2. Hai góc hơn kém nhau 7: 


(OA. OM) = #, (OA,ON)= +1 (h621). 


sin(# + T) —sinz 
cos(# + T) —cosœ 


tan(@ + T) tan 


cot(# + T) cotØ. 


Hình 6.21 


3. Hai góc bù nhau 
(OA, OM) = ø, (OA, ON) = n= ø (h.6.22). 


sin(I — Z) 
COS(T — Ø) = 


tan(T — 2) = 


cot(T — Ø) 


Hình 6.22 


203 


4. Hai góc phụ nhau 


(OA, OM) = ø, (OA,ON) = 3~# (h.623). 


. | TL 

sn(T- z) = c0sđ 
2 
TL Ề 

4 = +) = sinø 
2 
7T 

tT = 2) = cot# 
2 
TT 

_E = 2) = tanZ. 
2 Hình 6.23 


Nhận xét. Nhờ các công thức trên, ta có thể đưa việc tính giá trị lượng giác 
của một góc lượng giác tuỳ ý về việc tính giá trị lượng giác của góc , 


T T 
QiốtZ i6. LIỀN GIÍ“" đi kh 


Vậy có thể dùng bảng tra cứu sin và côsin của các góc có số đo 4° 
(0< a< 45) để tìm sin và côsin của các góc lượng giác tuỳ ý. Chẳng hạn để 
tìm sin(- 100”), ta có thể tiến hành như sau : 
sin(—100”) = - sin100” = - sin(180” — 100) 
=~— sin§0° =~ cos(90° — 80”) = — eos10. 

Ví dụ 

a) Từ các công thức trên, ta dễ dàng suy ra các công thức thường gặp sau đây 
về hai góc hơn kém nhau _ (cũng có thể dùng hình vẽ để nhìn nhận các công 


thức này, xem hình 6.2}. 


+ 


Hình 6.24 
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II 

Š 

S 

ồ 
1“... 1N 

mi 

: 
=ịa 
l3, 

II 

I 

$ 

la 

1 

I 

|$ 


e) tan10° tan20 tan30° tan40° tan 50° tan 60° tan 70° tan80 = 

= (tan10” tan§0°).(tan20° tan 70).(tan30 tan 60° ).(tan 40° tan50°) = 1 

(do tan z' tan(909 — z`) = tan “eotz2 = 1) IMÌ 
CHÚ Ý 
Nếu số đo của góc hình học ¿Oy là # (0 < #< T) thì số đo của góc 
lượng giác tuỳ ý (ư, Øy) bằng #+ k2m hoặc —# + k2m (k e Z). Do 
đó, từ các công thức cos(- 2) = cosZ; sin(- 2) = —sin#, ta có 

cosÓy = cos(Øw, Óy), sin uÖy = bsin(Øu, Ø) 


với một góc lượng giác (Ø1, Óv) tuỳ ý. 


0âu húi và bài tập 


* 


Mỗi khẳng định sau đúng hay sai 2 

a) Khi ø đổi dấu (tức thay # bởi —2) thì eos# và sinø đổi dấu còn tan không 
đổi dấu. 

b) Với mọi #, sin2#= 2sinz. 


+ ka|z _ ) +sin(œ — T)| = 0. 


c) Với IỌi ứ, 


Ý TL 
#——|- cus(# +1 
ki ;] CS ) 


cos(—=5đ) = 5# / 


đ) Nếu cosđ # 0 thì Š. 
cosZ L1 
27 23n _ ST 2n. 
©) SGB2  oviieo8 sự 8) SỈ To = €0SZ 


25. Tìm các mối liên hệ giữa các giá trị lượng giác của các cung # và œ— ban 
26. Tính : 
a) sin2 109 + sin220° + sin230° +... + sin” 809 (8 số hạng) ; 
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2T. 


2. 


30. 


31. 


b) cos10 + cos20 + cos30” + ...+ cosl80” (18 số hạng) ; 

e) eos315 + sin330 + sin250° - eosl609 . 

Dùng bảng tính sin, côsin (hoặc dùng máy tính bỏ túi) để tính các giá trị sau 
(chính xác đến hàng phần nghìn) : 


cos(—250)) ; sin520” và sin lạt: 


Xét hệ toạ độ vuông góc Øxy gắn với đường tròn lượng giác. Kiểm nghiệm 


rằng điểm Ä#⁄ƒ với toạ độ $ h ] nằm trên đường tròn lượng giác đó. 


Giả sử điểm ÉM xác định bởi số ø. Tìm toạ độ các điểm xác định bởi các số : 


T4 x1 
HP HẾPHNG 310 VẠM ĐT AM Dọy k Mớ 


Biết tanl5°=2— A3, hãy tính các giá trị lượng giác của góc =75°. 


Luyện tập 


Hỏi các góc lượng giác có cùng tia đầu và có số đo như sau : 
2594°; -646°; -2446” và 74° 

thì có cùng tia cuối không 2 

Xác định dấu của các giá trị lượng giác sau : 


cos250” ; tan(=672”) ; tan 2 ~ ¡ sin(1050) và cọ LỘ, 


32. Hãy tính các giá trị lượng giác của góc œ trong mỗi trồng, hợp san : 


3. 
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. Ẹ x“. 7... ộ 
a) sinø= 5 Và cosz< 0; b) cosœ= IEi và p.<ữ <1; 
©)tanz= xã vàn <ø< SẺ: 

ính sia 25% 2 (-2#) 

a) Tính sin 5 +C0S E +tan 1 


b) Biết sin (1 + 2) = _ tính eos(2n — Ø), tan(œ-— 71) và sin (3- a): 


34. Chứng minh rằng : 


l- 2sinøcosz _ l-tan# 
a) BH. (khi các biểu thức đó có nghĩa) ; 
cos“2 —sinø  l+tan# 


b) tan”Ø ~ sin2#= tan ?øsin2ø; e) 2(1— sinØ)(1+ eosØ) = (Í - sin#+ cosa/2, 
3§. Biết sinz— cos#z= m, hãy tính sinz— cos?ø. 


36. Với số ø,< œ< » xét điểm M của đường tròn lượng giác xác định bởi số 2# 
rồi xét tam giác vuông A'MA (A' đối xứng với 4 qua tâm Ó của đường tròn). 


a) Tính AM? bằng hai cách khác nhau để suy ra eos2#= l — 2sin ø. 


b) Tính diện tích của tam giác A'MA bằng hai cách khác nhau để suy ra 
sin2# = 2sinø cosở. 


e) Chứng minh sing =2 v2 = ⁄2 - 0058 32 2+2 rồi tính các giá trị 
ả à ST, 
8 


37. Trong hệ toạ độ vuông góc Øxy gắn với một đường tròn lượng giác, cho điểm 


P có toạ độ (2 ; —3). 


& —c_ OP K. JẾ : 
a) Chứng tỏ rằng điểm M sao cho ØM = EEI là giao điểm của tia ØP với 
OP, 


đường tròn lượng giác đó. 
b) Tính toạ độ của điểm # và từ đó suy ra côsin. sin của góc lượng giác (Óx, ÓP). 


«&99Á6/„ 


ĐIỀU LẠ: sin| —lÊ)%_ 
k 180 +7 


Thật vậy, đặt x = —Ê05_ trị tạ có 
80+ œ 


TƠI ": 


sinx = sin(#— x) = sin| £~ ——— | = sin 
180 + 180 + 


= si ng =sinx° (chú ý rằng x° = Tạp: 
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Có thể thử lại điều lạ này nhờ máy tính bỏ túi CASIO ƒ: — 500MS bằng cách ấn 
180 >| [SHIFT] z | II BỊ sHIFT] z |=[ [sHIET] [sTo† [A) 
JEN |MoBrl Moprl [Moprl | [sn| [AHaj Ai EÍ 
Kết quả là 0,053 864 486. 
Ấn tiếp : 


oN[ [Mope] [Mopl| [MopE] |2| sin| [ALPHA] [A] E 
Cho kết quả 0,053 864 486. 
Cácsố - y=(@k+I)„lÊ0% e2), 
180+ 
guÑ, ÚP, (eZý 
180 — 


cũng có tính chất sin y = siny°, sinz = sinz°. 


§ MỘT SỐ CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC 


I1. Công thức cộng 
a) Công thức cộng đối với sin và côsin 
Với mọi góc lượng giác Z, /3 ta cố 


cos(#~ /) = coscos/+ sinzsin/ 


cos( + /) = cos#cos/~ sinZsin/ 


sin(œ~— Ø) = sin#cos/— cosZsin/g 


sin(ø + Ø) = sin#cos/+ cosZsin/. 
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Chứng mình 
1) Giả sử các điểm ẤM và X trên đường tròn 
lượng giác theo thứ tự xác định bởi z và Ø 
(h.6.25) thì OM có toạ độ (cosø ; sinơ), 
ON có toạ độ (cos/; sin/) và tích vô hướng, 
OM..ON = cos#cos/+ sinzsin/Ø. 
Mặt khác 

OM.ON = |oM||GN[eosNOM = cosNOM, 
mà đã biết 

cos NOM = cos(ØN, OM) = cos[(OA, OM) - (OA, ON)] = eos(#~ Ø) 


TIÊ]n SUY ra 


Hình 6.25 


cos(— /Ø) = cosØZ cos/+ sin#sin/. 
2) Từ L) ta suy ra 


cos(# + /Ø) = cos[#~ (— Ø)] = eos#cos(—/) + sin#sin(-/Ø) 
= cos#zcos/- sinzsin/. 
3) Ta cố 


sin(œ- Ø8 = «|5- (œ~— 2| = =(Š- ) + 2| 


TL . [7T Ề Ề ậ 
= (5 _ z)ess# _ Db _ z)ãng = sinzeos/Ø~ coszsinØ. 
4) Ta có 
sin(ø + Ø) = sin[#-- (—/Ø)] = sin#cos(—/) — coszsin(—/) 
= sinzcos/Ø+ cos#sin/. 


Ví dụ 1. cos TC = cos|x= 75] =-cosE 


T 3) in... 
=—(C0§ _= = —-| C0S= C0S— + SIn—SIn 
4 3 3) 


(2+5). n 


[H† Hãy kiểm nghiệm lại các công thức cộng nói trên với ơ tuỳ ý và 


3)Ø=1®, b)8= S: 
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b) Công thức cộng đối với tang 


Ta có 
tan# - tan 
tnlb„jdv EEE TU. 
I+ tanztan/ 
tan + tan 
tan(œ + /) = H2 ngu. , 


1— tan#ztanØ 


với mọi ø, làm cho các biểu thức có nghĩa. 
Thực vậy 
sin#cos Ø — cosØin/ 
sin(# — sing - đ) _ C0SØ coS _ Tang - tanØ 
cos(ø- ) cosZeosØ+sinasn I+tanztanØ'` 
COSØ c0S 


tan(-~ Ø)= 


tan# - tan) _ tanø +tan/Ø 


tan(ø + Ø) = tan[# - (~Ø] = 
Hy 8= tan[ 5 1+tanztan-/Ø) l-tanztan@ 


T1 T1 
tan— — tan— 
Ví dụ 2.tang, = an( 5= 1) = 3 4 -3-1 
1+ mm. 1+ *°. 


='2:-:/3.„ n 


[H2| Để các biểu thức ở công thức tan(œ + Ø) nói trên có nghĩa, điều kiện của ø, Ø là 


các góc ơ, Ø, œ+ j không có dạng h +kn (k e2). Điều đó có đúng không ? 


Công (hức nhân đôi 


“Trong các công thức cộng nói trên, đặt œz= /thì được các công thức sau đây 
gọi là các công thức nhân đôi. 


cos2Ø= cos”ø~ sin øœ 


sin2# = 2sinzcos# 


2tanø 


Đ\ 


tan2ø = . 
†~ tan“ ø 


rong công thức cuối Z# —+ km, Z# —+k—›:kece2?). 
Trong công thứ izz 2+k T?42:keZ 


Ví dụ 3 
2 S. Ấy Xa 2 # 2 
a) cos2#= cos“ #- sin“#= cos #- (l — cos“2) = 2eos“#-— Ì; 


cos2#= cos2z- sinø= l- 2sinø. 
b) Với z# +12 (k eZ) thì eos2z# 0 và ta có 


J+sin2ø _ sỉn” # + cos” ø + 2sỉn# cosø 


cos2# cos” # — sin” # 


: g ậ 
(sinz + cos Z) COSØ + sin# 


(cos# - sinZ)(eos# +sin2)  cosz - sinø 


CHÚ Ý 
Từ trên ta suy ra 
2 1+ cos2#ø 2 1— cos2# 
cos“#= ¡ SII#= , 
2 2 
Các công thức này gọi là các công thức hạ bậc. (Chúng cho phép 


biến đổi các biểu thức của cos“ ø, sinˆ z thành biểu thức của cos22). 


Ví dụ 4. Tính côsin, sin, tang của góc m 


gỳ Vy TA. 
Giải. Ta có cos 


l n, 
005) 1U) 
2 4 


2+2 . 


7 
In €0§——= 
1 2 


: " .... 
sSI1 = = TÊN SIH: = 


12 ) 


H3| Hãy tính cos4ø theo cosœ 


[H4] Đơn giản biểu tức 


sinở cos #cos2#cos4. 
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3. Công thức biến đổi tích thành tổng và biến đổi tổng thành tích 


a) Công thức biến đổi tích thành tổng 
Sử dụng công thức cộng, ta dễ dàng suy ra các công thức sau đây gọi là 
công thức biến đổi tích thành tổng. 


COS Ø c0S / = 2ieos(2 +8) + cos(ø — 8)] 


sinØsin/Ø = ~g[eos(z + 8) — cos(Z — 8)| 


sin#cos  = $ sin(ø + Ø) +sin(ø = Ø)|. 
sism( (z- 2) 


9 
Ví dụ 5. Tính sin2“sin~—. 
24 24 
it vụ y6. XOI củ. ŸT 1 Šn T 5n Ti 
Giải. Ta có sin——sin——= ——| œOs + —cos| —— 
24 24 2 


" .... 


HB] Hãy tính cos- “gia 25. 
21 


b) Công thức biến đổi tổng thành tích 
Trong các công thức biến đổi tích thành tổng trên đây, nếu đặt œ + Ø = x, 
x+y x-y 
a-=y (ứ là ø= : 2 Đi 8= —) thì ta suy ra được các công thức sau 


lây gọi là công thức biến đổi tổng thành tích. 


x+y x— ÿ 


COS X + COS ÿ —= 2cos 


x+y 


€OS.Y — (0§y = —28in 


x+y 


c0S 


sinyY + siny = 2sin 


XSPÐ) W9 
“sin = 


Sinx - sin y= 2cos 
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48. 


40. 


Ví dụ 6. Chứng minh rằng. 


Giải. Ta có 


= : sineT — gin” 
TT . 31. 7. 3n ì 
sin— sin— sin—sin— 
10 10 
3n 7 3n T 
+ 


= `"... 40 _—10 ;in| 10 —10 | - `... 
2) Độ 5Š 10 


Tu ri) Na.  ) 
SIn—sin—— Sin-—sin—— 
10 10 10 10 
T1 
C9 T 7t 7L 3m 
=> Đ =2, | do e0os—= sin| ——— |=sin— 
3m Š HẠ-) 10 


Câu hủi và bài tập 


Hỏi mỗi khẳng định sau có đúng không ? 
Với mọi #, Ø, ta có 
a) cos(Ø + ) = cos# + cos/đ; b) sin(~— /Ø) = sinØ~ sin/Ø; 
e) sin(œ+ Ø = sinzcosØ+coszsin;  d) cos(#- /)= cos#cos/- sinzsin/; 
e) cmtết = tan2øz (khi các biểu thức có nghĩa) ; 
cos2# 


8) sin #= sin2ø. 


„ Sử dụng 75” = 45” + 30”, hãy tính các giá trị lượng giác của góc 757. 


Sử dụng 15°= 45” - 30”, hãy tính các giá trị lượng giác của góc 15” (đối chiếu 
với kết quả bài tập 29). 


Chứng minh rằng : 


a) sinZ + cos#= {5sn|z s° 3] : 
; nIP: T 
b) sin#~— cosz= {2| z “ ;) : 
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T [~ tanø T 3n 
e) tan| —— # — (ở “—+kT,z # —+kn) ; 
4 1+ tan# 9 4 


l+t 

4) tá T + ø]= 2hẾ (+øx ~+tn.ưz+ ~+kn). 
4 1~ tan 2 4 

4I. a) Biết sinz= ° Và œ€ § h xì. hãy tính các giá trị lượng giác của góc 2# 


và gÓc 
Ế SÃ 


° 
=: „ hãy kiểm nghiệm lại kết quả của bài tập 39. 


b) Sử dụng 152 = 


42. Chứng minh rằng : 
a) sin TC coS1 = Phi ÈN Xã); 
12 
3 5 
b) EOSC cps co —= = =—: (Hướng dẫn. Nhân hai vế với sinD) : 
7 7 7 : l/ 


e) sin6° sin42° sin66° sin78? = mà (Hướng dân. Nhân hai vế với eos6”). 
Dùng công thức biến đổi tích thành tổng, chứng minh : 


a) cos75°eos15” = sin75°sin15” = — 


2-4 


b) eos75°sin15° = k 
4 


2+3 - 
PIN 


3 


e) sin75°cosl5°= 


đ) cosZzsin(/8 _ ?) + cos/sin(7 _ 2) + cosZsin(# _ 8) =0, với mọi a, ổ, 7. 
44. Đơn giản các biểu thức sau : 
a) Sim Ty —SIn l n „ b) cos2 cớ —cos2 Ty _ 
3 3 4 4 
Chứng minh rằng : 


4) 


45 


sinø - sinØ Ệ SẺ .v 
n6 — He M3 nếu + 8=_— và cosa # cosỹ; 
COSØđ — cos 3 

cosØ — cos72 .. ° 
b) ———-= tan4z (khi các biểu thức có nghĩa). 
sin7ø - sinœ 
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Luyện tận 


46. Chứng minh rằng : 


47 


48. 


49 


s0 


a) sin3ø= 3sinz~— Ásinz ¡ cos3Z = Ácos°œ— 3cosœ § 
b) sinZsin cm z)sn(T+ 2) = SH tư 5 
3 6) 4 
b ) § ) 
cOSØcos| —— # |cos| —+ đ | = —cos3ø. 
3 3 4 


Ứng dựng. Tính sin20° sin40° sin80° và tan 20” tan40° tan80°. 


Chứng minh rồi dùng máy tính bỏ túi hoặc bảng số để kiểm nghiệm lại gần 
đúng kết quả : 
RE 


a) cos10®eos50°cos70” = sin20°sin40°sin80° = _. 9 


b) sin10sin50sin70” = cos20°cos40°cos80° = : ÿ 


Chứng minh rằng, 


2m 4m ốm 1 
00S——+COS—+00S—= ——. 
Bì gì H ) 


Hướng dẫn. Nhân vế trái với sine( hoặc snT”) rồi sử dụng công thức biến 
đổi tích thành tổng. 

Chứng mỉnh rằng, giá trị mỗi biểu thức sau không phụ thuộc vào + : 

a) cos (œ +13)+ cos2v — 2c0S #€0§.Y €0§ (& + Y) ; 

b) sin4vsinI0x — sinl Ivsin3v— sin7v sinv 

Chứng mỉnh rằng : 


a) Nếu tam giác ABC có ba góc A, B, C thoả mãn sinA = cosÖ + cosC thì 
tam giác ABC vuông ; 
b) Nếu tam giác ABC có ba góc A, B, C thoả mãn sinA = 2sinBcosC thì 


tam giác ABC cân. 
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51. Chứng mỉnh rằng nếu #+ + 7= 1 thì : 


Ề $ 4 
a) sin# + sin + sin 7= 4cos cosccosZ h 


2 
TUỆ G4 


DI « 
b) eos# + eosØ + eosZ= l + 4sin—sin—sin— ; 
SESSPRR Z” NV “ó2 


e) sin2Ø + sin2Ø + sin27= 4sinzsinØsin7 ; 


đ) cos”z+ cos?ổ + cos2z= I— 2cosØZcos cos/. 


52. a) Chứng minh rằng nếu ø và khác + km (k e Z) thì 


: sin(z — 8) 


sin(z+ 
trổ) và tanZ - tan/ = ————-: 


tan # + tan /Ø = 
cos Ø cos cos Ø cos 


b) Chứng minh rằng với œ mà ceoskz # 0 ( = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) và 
sina # 0 thì 
I 1 I _ tan8# - tanø 


E2 Tuấn = 
CosZcos2#  cos2Zcos3# cos 7# cos8# sin# 


„ 


Biết cosø + cos = đ, sinø + sinf = b (a, b là các hằng số và dh.t?u 0), 

hãy tính sin(øœ + /Ø) theo ø và b. 

54. Quỹ đạo của một vật được ném lên từ gốc Ó, với vận tốc ban đầu là w (m/s), 
3 3 “ LẠ Z 

theo phương hợp với trục hoành ÓØxy một gốc #, Ũ < # < ? là parabol có 


phương trình 
bị 


ï_.— HH) 
2ˆ cos ø 


= 


x?+ (tanZ)x, 


trong đó g là gia tốc trọng trường (g 9,8 y 

m/s”) (giả sử lực cần của không khí không 

đáng kể). Gọi ẩm xa của quỹ đạo là 

khoảng cách từ Ó đến giao điểm khác Ø 5 

của quỹ đạo với trục Øx (h.6.26). 

a) Tính tầm xa theo # (và v). Hình 6.26 


b) Khi y không đổi, ø thay đổi trong khoảng, (o ñ 5] „ hỗi với giá trị # nào thì 


tầm xa của quỹ đạo đạt giá trị lớn nhất ? Tính giá trị lớn nhất đó theo w. Khi 
y = 80 m/s, hãy tính giá trị lớn nhất đó (chính xác đến hàng đơn vị). 
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Lê-ó-na -le 
(Leonhard Euler, 1707 — 1783) 


LƯỢNG GIÁC VÀ NHÀ TOÁN HỌC Ơ-LE 


Như mọi khoa học khác, Lượng giác phát sinh tử nhu cầu 
của đời sống : Ngành Hàng hải đòi hỏi phải biết xác định 
vị trí của tàu bè ngoài biển khơi, vị trí của các hành tinh, 
của các vì sao; cuộc sống xã hội với các hoạt động sẳn 
xuất đòi hỗi đo đạc ruộng đất, thiết lập bản đồ... . Các nhu 
cầu đó làm cho môn Lượng giác phát sinh và phát triển. 
Thời cổ, các nhà toán học Hi Lạp đã góp phần đáng kể 
vào việc phát triển môn Lượng giác. Lê-ô-na Ơ-le là người 
đã xây dựng lí thuyết sâu sắc về lượng giác trong cuốn 
"Mở đầu về giải tích các đại lượng vô cùng bé" xuất bản 
năm 1748. Trong công trình đó, Ơ-Ie đã đề cập khái niệm 
rađian, nhưng từ "rađian" (gắn với từ "radius" có nghĩa là 


bán kính) mãi đến năm 1873 mới được dùng chính thức lần đầu tiên ở Đại học 
Ben-phát (Belfast), Bắc Ai-len. 

le là một trong những nhà toán học lớn nhất từ xưa đến nay. Ông sinh tại Ba-lơ, 
Thuy Sĩ. Ông đã tiến hành nghiên cứu nhiều đề tài khoa học thuộc nhiều lĩnh vực 
khác nhau như cơ học, âm nhạc, thiên văn... Hầu hết mọi ngành toán học đều mang 


dấu ấn các kết quả nghiên cứu của ông. Ơ-le là người say mê, cần cù trong công 
việc. Cuối đời dù bị mù cả hai mắt, ông vẫn tiếp tục hoạt động sáng tạo. Trong cuộc 
đời mình, Ơ-le đã viết trên 800 công trình khoa học. Số công trình của ông ít ai 


sánh kịp. 


Câu húi và bài tập ôn tập chương VI 


Hỏi mỗi đẳng thức sau có đúng với mọi số nguyên & không ? 


a) sa 2 +án) =U"; 


É Ð) 
e) tan| —+—— 
42 


b) cos(kn) = (18w ñ 
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56. Tính : 


s : : Øø ,.. g thổ 
a) sinø, cos2Z, sin2ø, 908. và SH. „ biết cosœ= 


G]+ 
hở 
I 
ịa 
^ 
S 
^ 
© 


b) mm T- 2), biết eos#= -_. Và < #< ĐR h 
4 1I 2 
©) sinz~ cos”ø, biết cos2z= š ì 


đ) cos(#— /Ø), biết sin#~— sin/= — và cos#— cos/= : R 


m 
3 


. 7T. 317, 51. 7T 
e) Em =0 ==sim==em=—=. 


16 16 16 l6 
#7 


Chứng minh rằng : 
a) >i + ) _ — 2) C0S2Ø; 
4 4 


b) sin#(1 + cos2Ø) = sin2#cosđ ; 


1 + sin2Ø - cos2# 7... 
€)—————- tana (khi các biểu thức có nghĩa) ; 
1 +sin2# + cos2# 


1 5; ? # 
đ) tanø - =— (khi các biểu thức có nghĩa). 
tan tan 2# 


58. Chứng minh rằng : 


a) Nếu ø+ Ø+ Z= km (k e Z) và coszcos/Øcos7 # 0 thì 
tanZ + tan/Ø+ tan7= tanZtan/tan7 ; 


T l | l TL 
b) Nếu 0< #< Ø< 7<— và tan#= —, tanØ= —, tan7= — thì z+/+7=—; 
) 8<7 2 P 8 21 HƑE 2 8+7 1 


I 3 


c) = =4, 
sinI0° cos10° 


59. Chứng minh rằng với mọi ø, Ø, y, ta có 


cos(ø + )sin(œ~— Ø) + cos( + ?)sin(Ø - ?) + cos(7+ đ)sin(7— #) = 0. 
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60. 


61. 


63. 


64. 


65. 


66. 


Trong các bài từ 60 đến 69 hãy chọn phương án trả lời đúng trong các 


phương án đã cho : 


Nếu sinø + cosđ = 5 thì sin2# bằng : 
3 E) 1 3 
A)—=: B) -—; J8) H D)~. 
( 8 (®) 1 ( ›S ẹ )1 
_ . (3m Š 
Với mọi #, sn| T32; bằng : 
(A) sinz; (B) - sinz; (C)- cosZ; (D) cos2. 
T T T T 
Sim. 601m 18m rE0MTC - 
2n Tạ. ẨW : Tí bằng: 
€OS——€OS—— sI1——sin— 
5 
I 
(A) 43; Œ) 1; (@- @®) 2: 
T ki 
C€OS——COS—— bằng : 
12 12 
“5 5 1 1 
A)—; B) ——; tế D)-—- 
(A) 5 (B) P ( lDO @®) Fï 
„Đ0° 270 .„. 
sin cos bằng, 
4 
Ị Si ĐES ) { ] 
A) —|1-—]|; B)-—|—-1|: G@ —l|ll+—|; (D)42-1. 
ằ32[ h Si (G z|I+*=J›: ® 42 
cos80” — cos 20 h 
————— bằng : 
sin40° eos10 +sin10° cos440° 
43 5 
(A)1; t) (O-1; =1 
2) 2 
Góc lượng giác (Øu, Ov) có số đo # mà #Óv là góc nhọn thì : 
T T T T 
A)0<z<—; B)-—<ø<—; Œ-—<z<0; 
(A) 5 () 2 5 (© 5 


(D) Có số nguyên # để “ấ k2n<ø <5+k2m 


67. Góc lượng giác (Ou, Ov) có số đo # mà uÖy là góc tù thì : 


(A) C6 số nguyên k để 2+ lÔn <ơ << +kớn xa. 

T1 3m T1 
@Œ@-—<øz<—: D)—<øz<ñ. 
(©) 2 2 ( )3 


68. Với góc lượng giác (2A, OM) có số đo ø, xét góc lượng giác (ÓA, OMN) có số 
đo r (M và N cùng nằm trên đường tròn lượng giác gốc 4). Khi đó, với mọi 


Ø sao cho ắM nằm trong góc phần tư TII của hệ toạ độ gắn với đường tròn đó 
(M không nằm trên các trục toạ độ), điểm X luôn : 


(A) Nằm trong góc phần tư l; 


(B) Nằm trong góc phần tư II ; 


(C) Năm trong góc phần tư II ; 


(D) Không nằm trong các góc phần tư I và II. 


69. Với góc lượng giác (OA, OM) có số đo ø#, xét góc lượng giác (ÓA, OMN) có số 
đo 2# (M và N cùng nằm trên đường tròn lượng giác gốc A). Khi đó. với mọi 
sao cho M nằm trong góc phần tư I của hệ toạ độ gắn với đường tròn đó (M 
không nằm trên các trục toạ độ), điểm X luôn : 


(A) Nằm trong góc phần trl;  (B) Nằm trong góc phần tưII; 
(© Nằm trong góc phần trII; (D) Không nằm trong góc phần tư IV. 


Câu hỏi vủ bủi tập ôn tập cuối năm 


1. Cho các tậpcon.A4A=[-—l ; l],B= [ø; b) và C= (—œ ; c] của tập số thực R, 
trong đó ø, b (z< b) và c là những số thực. 


a) Tìm điều kiện của ø và b để AC B; 
b) Tìm điều kiện của e để A AC = Ø; 
e) Tìm phần bù của B trong lR ; 


đ) Tìm điều kiện của ø và b để A ¬ B z Ø. 
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ẹ 


Tìm tập xác định và xét tính chẵn - lẻ của mỗi hàm số sau : 


1 
a)ƒ#4@G)= 4|——— : b)/@)= ——= 


x2 v2 —1x+12 2) 
k5 
Na?—1 
986) = Ê = sỉ ®/@0= Ml+x=I—x. 
dế” 
Cho hai đường thẳng (d|) : y = mv — 3 và (đ;) : + y=0m, 
a) Với giá trị nào của zr thì (đ) // (d2) 2 
Đ) Với giá trị nào của z thì (d) L (dạ) 2 


e) Tìm điều kiện của để hai đường thẳng cắt nhau. 


Kí hiệu (Eạ) là đồ thị của hầm số y= ^ 
* 


a) Tại sao (Hạ) có tâm đối xứng là gốc toạ độ Ø 2 
2 
x3 


b) Xác định phép tịnh tiến biến (7a) thành đồ thị (#¡) của hàm số y = 


Tìm toạ độ tâm đối xứng của (H). 


e) Xác định phép tịnh tiến biến /fạ) thành đồ thị /7;) của hàm số y = ng, 


* 


lầm toạ độ tâm đối xứng của (H)). 


a) Lập bảng biến thiên và vẽ đồ thị (P) của hàm số y = x'+x—6, 


b) Biện luận theo z số giao điểm của (P) với đường thẳng (đ) : y= 2x + m. 
e) Khi (4) và (P) cắt nhau, gọi A và B là hai giao điểm, hãy tìm toạ độ trung, 
iểm của đoạn thẳng AB. 


Cho phương trình 

22+ (k— 9)x+ KP + 3k +4= 0. Œ®) 
a) Tìm k, biết rằng (#) có hai nghiệm trùng nhau. 

b) Tính nghiệm gần đúng của (*) với k = -AT (chính xác đến hàng 
phần nghìn). 

Cho phương trình x+ 23 +l)x+ 245 =0. 


a) Không giải phương trình, tính gần đúng tổng các bình phương hai nghiệm 
của phương trình đã cho (chính xác đến hàng phần trăm). 


b) Tìm nghiệm gần đúng của phương trình đó (chính xác đến hàng phần trăm). 
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8. Biện luận theo tham số số nghiệm và dấu các nghiệm của mỗi phương 
trình sau : 


a) x= 4(m + 3)x + [0g —5m+6)=0; b)Œứm— Đà? — (m~— 3)x— m — 3= 0. 


9. Giải và biện luận các phương trình : 


a) ——”— == Ÿ=1; b)l@m+lw-3|=|lv+2|:  ©@w+U)AÄg=T =0, 
xvx+ 


10. a) Lập phương trình bậc hai có hai nghiệm xị và x; thoả mãn các hệ thức : 
Xi+Xa+xix¿= 0 và HMỆX+ + Xa) — Xixy= 3m +4. 
b) Xét dấu các nghiệm của phương trình đó tuỳ theo ;. 
11. Giải và biện luận các hệ phương trình : 
) (m + 3)x + 2y = m Ð) (2m + 3)x + 5y = m— 11 
a 
(3m + 1)xX +(ứm+l)y=T; (m+2)x+ 2y = m- 2. 
12. Giải các hệ phương trình : 
A .. sả... DU UƯỜI - ng ƒ sợ vá 
a) x“-5xy+y LÊ Tái, +xư+y=8 ©) x“+y -x+y=2 
2x+y=l; Ì +y+wy=5; xy+x— y=-Il. 
13. Chứng minh rằng : 
ø 2 SẼ „2 š 
# TỔ củ tuc RỘi bTT+ cty CC (,b,cc R”). 
e a 


2 8 3 
va? +2 bˆ cổ sa 


14. Tìm giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 


a)ƒ(Y)=x+ 


4) 


s trên khoảng (—2 ; +) ; 
+2 


b) ø(x) = 32+ tk trên khoảng (0 ; +ø). 
x 


15. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số ƒ(x) = (2 - x)(2v + 1) trên khoảng (—0.5 ; 2). 
16. Giải các hệ bất phương trình : 


+ -4>0 + °+3x+2 <0 
a) b) 

NI UY Ất nh) 

x+l x‡2 + x+1 


17. Giải các phương trình : 


a) Ý2x+8 =3x+4; b) | + ấy + 6|— 3x + 13; e) 2+ 34) + 3v + 4)= 5, 
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18. 


19. 


Giải các bất phương trình : 


a) vệ |l5v+2|>0; b) 42x? +7x+5 >x+l; 
€) xa? +4x-5<x+3. 


Trong kì thi Tiếng Anh, điểm thi của 32 học sinh (thang điểm 100) như sau : 


68 79 65 85 52 8l 55 65 49 42 68 66 56 57 65 72 
69 60 50 63 74 §§ 7§ 95 4I 87 61 72 59 47 90 74 
a) Tính số trung bình (chính xác đến hàng phần trăm). 

b) Tính số trung vị. 
c) Hãy trình bày mẫu số liệu trên dưới dạng bảng phân bố tần số ghép lớp với 
các nửa khoảng [40 ; 50) ; [50 ; 60) ;.... ; [90 ; 100). 


„ Một siêu thị thu thập được các số liệu sau đây về số tiền (đơn vị : nghìn đồng) 
mà mỗi người đã mua ở đây. 
Lớp Tần số 
[0 ; 99] 20 
100 ; 199] 80 
200 ; 299] 70 
300 ; 390] 30 
400 ; 499] 10 
N=2lI0 
a) Dấu hiệu và đơn vị điều tra ở đây là gì ? 


b) Tìm số trung bình, phương sai và độ lệch chuẩn (chính xác đến hàng 
phần trăm). 


- Tuổi của 60 cán bộ trong một cơ quan được thống kê và trình bày trong bảng, 


phân bố tần số ghép lớp sau : 


[20 : 30) 
{30 ; 40) 


[40 ; 50) 
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a) Dấu hiệu và đơn vị điều tra ở đây là gì ? 

b) Lập bảng phân bố tần số - tần suất ghép lớp. 

€) Tìm số trung bình. 

đ) Tìm phương sai và độ lệch chuẩn (chính xác đến hàng phần trăm). 
e) Vẽ biểu đồ tần số hình cột. 

f) Vẽ biểu đồ tần suất hình quạt. 


x 
. 


gi 2.3 2 SÁ .. ` Ñ 3h 
a) Biết sinz=—, cosØ= “ân và các điểm trên đường tròn lượng giác 


xác định bởi số ø và /nằm ở góc phần tư II. Hãy tính sin(# + /), cos(# + /), 
sin(œ~— /Ø, cos(đ- Ø). 


b) Cho sin2ø = = và 5 <#< _ . Hãy tính các giá trị lượng giác của œ. 
23. Chứng mình các đẳng thức sau : 
a) sn [5+ ) —sin? É = ) = XU 3 
§ § 2 


b) ¬ coó (2E =2) = s 1 
3 3 2 


©) tan § = 2) tan ø tan § + 2) = tan3# (khi các biểu thức có nghĩa). 


Ứng dụng. Tính tan10°tan50°tan1 10”. 
Chứng minh rằng : 


bồ 


a) sin( + Ø)sin(œ — ) = sin” œ - sin” 8= cosˆ 8- COS” # Í 


tan + tan _ sin(œ + Ø) 


b) : 
tan -- tan sin(œ- /) 


(khi các biểu thức có nghĩa). 


25. Tìm các số C và /đsao cho sin2+ cos#= Csin(#+ Ø) với mọi #. 
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Hướng tiẫn và đáp số 


Chương I 


1. a) Không là mệnh đẻ. b), c) Mệnh đề sai. 

2. a), b), c) Mệnh đề phủ định sai. 

4. P(5) là mệnh đề đúng, P(2) là mệnh đẻ sai. 
6. Mệnh đẻ đảo đúng. 17. a) Đúng ; b) Đúng ; 
©) Sai ; d) Sai ; c) Đúng ; g) Sai. 

19. a) Đúng ; b) Đúng ; c) Sai ; d) Đúng. 20. (B). 


21. (A). 22. a )A=|0:2¡~21:)8= (2:3:4:83. 


24. Không bằng nhau. 25. 8C A,C C A,C C Ð. 
27.PƑPCECCCBCA;FCDCCCBCA; 
DE=FƑ.29. a) Sai ; b) Đúng ; e) Sai ; d) Đúng. 
30. At2B= [-5;2); AaB= (C3; l] 
3I.A=({1;5;7;8;3;6;9}, 8= {2; 10; 3;6; 9} 
32. SPHg 9};(A5)XC= 12; 9} 
34.a)A; b){0; :8; 10}. 3Š. a) Sai ; 
b) Đúng. 36. a) {z ; D EH lñ> Đụ đ.{b;:c;đ. 
{a;:e€; đ} ;b) {ư; b}, {a; e}, (ta; đ}, {b; e], 
5b; 4), {e; 4}; e) ta}, fÐ}, te}, ta. Ø. 
37.b-2<a<b+l. 38 (D).39.A(2B= 


C1;1);A5B= {0); CA = (Cø;~—I]©2(0; +2); 
AI. Cg(A C98) = Cơ; 0] C2{4; +); 

Cn(A 3B) = (=ø; l) 2 (2; +). 
42. (B). 43.A< 0,0014. 
46a) 2 ~ 1,26; 2 ~ 1,260. 
b) ÄÈ100~4,64 ; Ÿ100~4,642 .47. 9, 4608.10 
đăm).48. 9,9773.100(s). 49. 5.475.102 ngày. 
50. (D). 55. a) A +8; b) A\ð; c) CpA C CpÐ. 
60. Nếu ø = 5 thì A ¬ 8= {5}. Nếu zn < 5 thì 
AfB= Ø. Nếu m > 5 thì A  ö = [5 ; mỊ. 
61.2 <m < 5 thì A ©2 8 là một khoảng ; 
A2B= (m; 5) nếu 2< <3; A2B= (3; 5) 


nếu 3< mm <4; At!B=(3;m + l) nếu 
4< m<5. 


62. a) 1,2.10'Ẻ 


l2 


; b) 16.102; e) 3.1013 


Chương 2 
1 a)TR; D)RNX(I;2); c)[1; 2) 22; +ø); 


đ) (CI ; +2). 2. {2000 ; 2001 ; 2002 ; 2003 ; 
2004 ; 2005) ; #2000) = 3,48 ; 2001) = 3,72 ; 
#002) = 3.24; ...; #2005) = 5,20. 4. a) nghịch 
biến trên khoảng (=œ ; -l) ; đồng biến trên 
khoảng (-1 ; +2). b) đồng biến trên (—œ ; I) ; 
nghịch biến trên (I ; +). c) nghịch biến trên 
mỗi khoảng (—øœ ; 3) và (3 ; +). 
5. a) Hàm số chãn ; b) Hàm số lẻ ; c) Hàm số lẻ ; 
d) Hầm số chẩn. 6, a) y= 0,5v+ 3; b) y= 0/5v— l; 
e)y=0,5x 2); d) y=0,5(x +6). 7. Không 
xác định một hầm số. 8. a) Có điểm chung khi 
a e2; không có điểm chung khi ø £ Z2 ; b) Có 
không quá một điểm chung ; c) Không là 
đồ thị của hàm số nào cả. 9. a) x # +3 ; 
b)—1I#xv<0;e)(-2; 2]; đ) [I ; 4]X{2; 3}. 
10. a) [—l ; +); b) ƒCl) = 6, #05) = 3, 
NI : » 
#*)=4= 42 ,/)=0,/)=43.11.A,B,c 
không thuộc đỏ thị ; D thuộc đồ thị. 12. a) Nghịch 
biến trên (—ø ; 2) và (2 ; +). b) Nghịch biến 
trên (—ø ; 3) ; đồng biến tiên (3 ; +). c) Đồng 
biến trên (—œ ; +ø). 13. b) Nghịch biến trên 
(0; +ø) và (—ø ; 0). 14 Không chẳn, không lẻ. 
1Š. a) Tịnh tiến (d) xuống dưới 3 đơn vị. 
b) Tịnh tiến (2) sang phải l5 đơn vị. 


1)... 
v+3 v+3 


TL 7 nen 


18. a) [—2 ; 3]. 19. b) Tịnh tiến đồ thị của ƒ¡ 
sang trái 2,5 đơn vị. 20. Không. 
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21.a) y=—l1,5x+2.224y=-x +3; y=-x-3; 
y=xt3vày =x- 3. 
23a) y=2|x|+3;b) y=2|v+ I|;e) y=2|v—2|—l. 
6x nếu 0 < x < 10 
58  MÌNG nếu x>l10 ` 
b)ƒ{8) = 48 ; ƒ(10) = 60; ƒ{18) = 80. 
luuờy nếu x< —l 


ng) x>I 


26. a) y= J—5y+Í nếu =l<x<l 
| nếu 


28.a)y=x”— 1; b) "¬ 


29. 3)y==5(x+3Ÿ: b)y=@= LẺ. 


30. a) Tịnh tiến parabol y = : sang phải 4 dơn 
vị, rồi xuống dưới 4 đơn vị. b) Tịnh tiến parabol 
y= cà sang trái 2 đơn vị, rỏi lên trên 21 đơn vị. 
31. a) Đỉnh là (—I ; 8) ; trục đối xứng x = = 
©)w>0«€© -3<v<1.32.b)ƒfq) >0 © 
=l<x<3; gQ> © x< -4 hoặc x> 2. 
€)#q)<0 © x<- I hoặcv>3; g()< 0 
© -4<x<2. 

33. Xem bảng sau : 


Hàm số | Giá trị| Giá trị 
có giá trị| lớn | nhỏ 
Hàm xố lớn nhất/| nhất | nhất 
nhỏ nhất 
khi 
y=332— 6+7 4 
y=-5v/2~5v+3 |x= =0,5 | 425 
y=x?-6y+0 x=3 0 
y=-4/+4y-Il|x=05 | 0 


34. a) ¿>0 vàA<0;:b)z<0và A<0 ;c)ø<0 
và A >0. 37. a) #ÄÐ = -4,92 + 12/2+ 12; 
b)z 8,704 (m), e)z 2.58 (giây). 38. a) /Q)= «x4 by ÿ 
43 3483 

—=——. b=—.. b)* I86 (m). 39. H 
77iNET71000012202120122) 
b) (A) ; e) (C). 40. a) b= 0z z Ô tuỳ ý ; 
b) b = 0, a # 0 tuy ý, e tuỳ ý 
4l.a)¿<0; c>0;b<0;b)z>0; c>0; 
b<0;c)a>0;c=0;b>0.d)a<0;c<0;b>0. 
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42a) (0; —L) và (3; 2) ; b) (—I ; 4) và (2; 3); 
e@- 5;1—245) và 34+ ⁄5 ;1+2M5). 
48. y=x =x#+l, 

3x nếu 0 < x< 2 

35x— 4 
7x—l6 nếu6<x <9 


nếu 2 < x < 6 


45. %()= 


46. a) y= 0,037 — 7 ; b) Thoâ mãn. 


Chương 3 
1. 
Phương | Điều kiện của Táp nghiề 
trình ` | phương trình lik0cádi 
a) {0} 
b) Ạ 2) 
xz3,x<3và 
\ Ø 

° xz3 

9® x>lvàx<0 Ø 
2.a)x= 2; b) Vô nghiệm ; e) x= 6; d) Vỏ 
nghiệm. 3. a) x = 2; b) Vô nghiệm ; e) v= 3; 


đ)xe{-l;2}.4a)v=4;b)v= 
x=4;d)x= l.5. a) Sai ; b) Sai. 
2m — 3 


mỸ +1 


ứm#1);e)S= Ø 0m2; 3), S=TR (m=2; 3) ; 


¡€)v=0, 


6. a)x= ¡ b)#=IR(n= I),§= [+2] 


m 
m2 
(m= 2). 
7. a) (4= 0b 0) hoặc (a #0, A = 0); 
b) (œ =b =0, c# 0) hoặc (ø # 0, A < 0). 


(m # l; 2), 9= TR (m = I), S= Ø 


đìv= 


I § 
8. a)x= — 0n = 1), vô nghiệm (mà < —>~), 
8)+=  (= 1), võ nghiệm (m < =—.) 


-3+ 2Ÿ 
đốn SE À HE v2 0 5) dàn 2 {8o 
20m — I) 4 
b)x= 2# x7 — mì (m <7), vô nghiệm (m > 7). 


9b) #0 = (x+ 4)(1 =2v); 

se) =(x=42)|(V5+1)x - Vồ |. 
10. a) 34; b) 98 ;e)706. 11. ®). 
tả 


ERD (m # ~2), vô nghiệm (m = 2) ; 


m 
12.4) x= 
m 


b)x= — (m# 1), mọi x (m = 1); 


3m +1 l 1 
e)x = ——— (m #~—), vô nghiệm (m =~—); 
, 3m+1 Ê 3” guậm ( 3 

3 

dìx= m # +2), vô nghiệm 
, mi : Z 
(m=-~2), 9=] ứm= 
13. a) p= 0; b) p= 2. 14.a)x 4.00; v# 1,60; 


b)xz~ 0,38 ;x—5,28. 15, 37m, 35m và 12 m. 


~7+4I+ 48m 


P) 
16. a)x= — Ứn= l),x= 
han Anh AT" 20w — 1) 


= m z |), vô nghiệm. 6m<-—) 1 


m + 3 +xÍ5m +9 


1 
b)x= —ứn=0), v= 
)X sứ ), x 


cễ < im z 0), vô nghiệm (m <-) ; 
e)#={1, ma. ),#= {1} (@==Ú); 
ấgcl)y-BG 20T x., 


(m #0 văm #23, 
2m —I 2 


17. Không có điểm chung (m < -3,5), một 
điểm chung (m = -3,5), hai điểm chung 
(m > 3,3). 18. m = 3. 19. m = +4. 20. a) Vô 
nghiệm ; b) Hai nghiệm đối nhau ; c) 4 nghiệm ; 
d) 3 nghiệm. 2l. a) & > -l ; b) k> 0. 
22.a)x=2;b)x=4,x .23.a)xz4 (m= 3); 


9 
2065 ứn #~2, 
2 


Cai 
PM 
(4# 0); b) 9= Ø (m < l); 9 = {3}(m = 2); 


#= {m— sm— I ;m+Ïm = I }qd<mz2). 


I 
25. a)x= ——(m= 
a)x D VỀ 


b) Vô nghiệm ( = — 2), v = 


m3). 24, a) S= Ø (a =0); 9= 


3 
0),v=—~ —Tứn=2),X= 
),v am ).v 


m2 
3 

và w=-— (m#0,m+#2);b)x= 1l(4= 0), 
m 


v=4(z= l), AT ng Hhệt vong 


m+4 
(a#0,a# l);c)v= T m#1,m #—Ÿ): 
„ 


vô nghiệm ứn = l,  = -) ;d)x=0(k= -3, 
k=-9);x=0vàx=-=k~ 6 (k # — 3, k9). 


I b:a 
ĐI ca 


» 

ˆ 

= 
II 
I 

8 
l 


1 
—(4- m) và 
2 


= {H} (m < —l hoặc m > 0) ; d) 9 = Ø 
l 4a—5 1 

=2,a=—);x= “#2,a#—); 
( a 2) Y T= (a a ) 


Sỳx= 2m +2 (m# =5) šÝ = Ø (à= =Š) ¡ 


28m (-1:—2 :1).2.á 6 (-2:—1: -g: ;0}. 
. 
30. (C). 31. %(-Š Tỷ "Hi b)(3: -aØ). 
32. a) (1; 0); b) ( ` e=R., 
33. a) ( : rÌ” # SỈ), 4 = Ø 
ứn= =-l); 
5_ 5w+Ú) AC e5 
› . a+3 )« tệ AMVÿ nụ SE« 
(a= =3). 
34.(c; y:7)= (4;5;2).35.7) + 133A ; 


TẾ 


74A; 1; ~ 0,59 A. 36. (B). 37.a)x~ 0,42; 
0,27 ; b)+ z— 0,07; 1773. 38. 240 — 2p 
(mét) và 3p — 240 (mét) với điều kiện 80 < p< 120. 
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_“ổ (m # 0, m # =3) ; 
m 


(3y+l 


39. a) (2; võ nghiệm 


(m = 0); :y),y€lRŒ@n„=~— 


(mu # -l, m # 2) ; 
m+I 


m+] 
ï jxeR 

n u=2d-») 
40. a) ¿z0 ;b)ø #—1. 41. 7 cặp số : (I ; 6), 
C1; ~6), (6; 1), (~6 ; =1), (2; 3), (—2 ; =3) và 
(-3 ; ~2). 42, a) m # +2 ; b)m =— 2; €) m= 
43. (4:2: 5)..44. a) /0) = 1 500+ 12v; 

#2) = 2000 + x ; c) M (2500 : 4500). 

45. a) (10 ; 8), C8; -10); b) (L; =1), 


, 
(- j} 46. a) (1 ; 2), (2; I);b)(0; 1), (—1;0); 


vỏ nghiệm (m = — (m =2). 


25 


e)(0; 0), (5; 5), (—1 ; 2), (2;~1). 47. 9” — 4P >0. 
48. a) C8 ; ~12), (—12 ; —8), @ ; 12) và (12; 8); 


b) (8; 3), C8; ~3). 49. 0) = x” + 3x — 4 
ð(@) _-n Bù; na ~4. 50, ø # 0, hoặc 


a=b= 0.51, = Ÿ¡ 82. 52, D z 0, hoặc 
D=D,=Dy=0. Áp dụng ra #— T. 


53. (B). 54 + = (m#+1);9=Ø 
m.= 
Gm=1);: 


b)p tuỳ ý ; c) Không có p. 86. 3 ; 4 
87. a) Vô nghiệm (m < 0); x= 1 @m= 0); 


=IR@»= —l).§Š. a) p=—l, p=2; 


` ốẽ . ..a.c 
2 m—I 
b)m> lic)m=2 + KŠ. 58a = —2. 


59a) s (l) vô nghiệm (mw < -l.25) ; 
một nghiệm (m = —1,25) ; hai nghiệm (m >~— I.25) ; 


s (2) vô nghiệm (p “.) ; một nghiệm (p =g) 


hai nghiệm (p >~—). 60. 
l6 
CỊ ; =2), C2;—D] ; 


l , 
(0;—=›}.(0:--=›}(-E=:0).(==:0)]. 
C221--1=700I-70 
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a)#= {d ;2).(2; 1), 
)W= ly =l),CI; Ð, 


tiàj2efPˆ^ se : (m # 3 vàm #2); 
m3 m3 
xe 
vô nghiệm (ø = 3) ; 2 PS ĐĐM sả) 
ý w 
= (#3, a # 7) ; vô nghiệm (œ = =3) ; 
a+3 
Bức 020M. x=2-4~—m 
„7 (4= 
x y=2+4-—m, 
_ - b) Vô nghiệm (m “m: 
y 
đo ” | 
H8Ẻ 18206 T00 
3-2413m—l -2-313m—I 
—————— :— |Yà 
13 13 
3+2N13m-l1 _ -2+3Vl13m 1 
h (ứm>—). 
13 13 13 
63.a=1;b=-~2;c =-3. 64. + Khi tam giác 


ABC cân tại A và Í # AB, không có điểm ẤM nào 
trên cạnh 2C thoả mãn điều kiện của bài toán. 
+ Khi tam giác ⁄48C cân tại A và ¡ = A8 thì mọi 
điểm M trên cạnh 8C đều thoả mãn điều kiện 
của bài toán. + Khi tam giác ABC không cân ở 
Avàe<l<b hoặc e >l> b thì điểm A cách 8 
d{ = c) 

):—=C ' 
+ Khi tam giác ABC không cân ở A mà các điều 
kiện c << b và c >! >b không thoả mãn thì 
không tồn tại điểm É như bài toán yêu câu. 


một khoảng bằng 


Chương 4 
12. Giá trị lớn nhất : /(1) = 16. Giá tị nhỏ nhất : 
Ñ-3)=#5)= 0. 

18. Giá trị nh nhất: (1 j2)= 1 +25, 
17. Giá trị lớn nhất : x/6, giá trị nhỏ nhất : v3. 


22.a) 5= @Ø.b)S= [3; +ø).c) 9= [2;3)2 


Ó:1+2);d)§=<Ø.242 ~1~- —_>_-——, 
x+3 x+3 


24.x— 2< 0 và xQ — 2) <0. 28 a) x < = 


KÉ 


b)x<-5;c)x>1— w2 Ề kh Công 
26. a) Nếu m = l thì ý =lR. Nếu m > I thì 


$= Cø; m+ I]. Nếu m < I thì m+l; +); 
b) Nếu m = 2 thì S= Ø. Nếu m > 2 thì 
#= (3; +e). Nếu m < 2 thì § = (—ø; 3) ; 
e) Nếu k= 2 thì 3 = IR. Nếu È > 2 thì 
W= - . Nếu k<2 thì 

k-2 


= (Eš:›) :đ) Nếu ¿= 3 thì ý= IR, 


2+a 


3-ư 


ni chờ), Nhờ <3tMi 


§= (»: mỊ 27.a) S= Ø; b)S= Co ;~3). 
3a 
28. a) Nếu m = ~2 thì ý = Ø. Nếu m > ~2 thì 


mg) Nếu m < -2 thì 


2 
#= (=3 7) ¡ b) Nếu m = 3 thì § = IR, 
m+2 


Nếu m > 3 thì % = (Cœ ; m]. Nếu m < 3 thì 
$= m; +9) ; e) Nếu k = -4 thì ý = Ø. Nếu 


k>.-4t se |¿12 
k+4 


¬ +2] Nếu k < -4 thì 


s= Í—œ; # TỄ | ; đ) Nếu b = —I thì ý = R, 
k+4 


b+2 


Nếu b>~—1 thì ý = | =0; 
b+I1 


| Tếu b <—I 


di đ = Lộ Thduđ|, 08 lộ gi ệ 
b+1 4 
D20) cóc EM S2” S2 SE, 
3 3 8° tá ? 


40. a) < —5 ; b) mm > —T. 31. a) =. 


TỄ , 34 a) §= C ; 2] I3; +9) ; 


b)m >— 
"8 l3 


đý= [_5-2A6+3+xƒ2 ; 5+2V6+v/3+V2]. 
35.a)4J2 < x< 3 ;b) ~l< x <3 a) Nếu 
m = 2 thì ® =Ø. Nếu m > 2 thì Ý= (m +2; +). 


Nếu my < 2 ì ý = C9 cơn #2); b) Nếu m= 2 
thì ® = IR. Nếu m > 3 thì 9 = [2m + Ï ; +) 


Nếu m < 3 thì 9 = (—œ ; 2m + l1] ; e) Nếu 


mà = + | thì Ý= Ø, Nếu m <—I hoặc „ > Í thì 
#=Cø;m2+1).Nết—I<m< ÍthìS= (5Ÿ 1; 15); 
đ) Nếu m = — thì 3 = IR. Nếu m < —1 hoặc 


mờ 1D §=| TỦ, +a |, Nếu —1 <m <1 
m1 
Ho 


m— 


thì = (-»: 


thì _ ; Ý)}» ¡4© Nếu „.S thì 


®=Cø; tk =] ¡b) Nếu m = KEÊNI 
H2 c2 
A3+I 


thì #=(ø ;A3)c2(3 ;+ø). Nếu m > 


thì s=(ø; V3] —1 ; +»), Nếu m< 3+ 


thì § = (Sơ ;2m — D CO[NB ; + ø). 
39.a) 9= |4;5;6;7;8;9; 10; II}; b)x= l. 
40.a) S= {—2;:2}:b)4 —4;—1)1\2(2; 5). 
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ẫ ñ "xỉ 
4l. ĐNAi cẲ” thì s=Ø.NuẤT <m< 15 


mem V xs| 


thì= 


b) Nếu m < Ì thì §= đạn 2@;+ø) 
2 2 


Nếu 7 << thì S= mì 1); +») 


Nếu Ï <m <3 thì 9= (3; +9). 

Nếu m > 3 thì 9= [m ; +). 

44. b) 7= 45v + 35y (nghìn đồng) ; c) 0,6 kg 
thịtbò và 0,7kg thịt lợn. 47. b) (4 ; 1). 


48. a) c= 9x + 75y ; c) Dùng 100 đơn vị 
vitamin A và 300 đơn vị vitamin 8 mỗi ngày. 


49. a) Dương với mọi x c I ; b) Âm với mọi 
ve (Cø;2— 3) (2 (2+3; +) và dương 


với mọi ve (-x3;2+AB) ; 


e) Dương với 


dđ) Âm với mọi x 6 (0 ; 


-3 =2M2) U ( 


xe€(-3~ 2đ ; I).80, a)m < 2}; b)m >— 2 


;.à XÃ 
mọi X # —— ; 
ø) 


¡ +) và đương với mọi 


§I. a) mĩ € TY ; b) Không có giá trị nào của zr 


3 
908. 

5 

+42; +); b) Ø ;e)1R; d) [—2; 3]. 

54a) C9; 1) (24) CÚ ; +9) ; b) (Cø ; =2) 
O{1:3]2:39);©) |5:-3| I5¡+2): 


thoả mãn điều kiện đòi hỏi. 53. a) (- 


đ)I—43 ; V3]. 55. a) m < ¬ hoặc m > 1 ; 


-1+ I7 
2 


~1- 17 


ĐÀ up EƯUẾC . 56. a) (—l; 2); 


9L‡3)*| ' 


d) cớ ; =2) Q2 (3; +). Š7.m < =2- 2A3. 
hoặc m >—2 +243..59.m > 3. 60. a) (—3 ; —2) 
1;1]; b(;2)@;4)62(5;+ø). 


JÍ— 
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61. s-Š:;]| b)(-=; :-v(cẽi*»} 


SE) 


62. a) [2 ; 5]; b) 


e) rã: -Ì©m 3) 6A-Š <a< 1. 


64. mi < = hoặc m> 0. 65. a)x ng 


bà =2:971:41:0|T5 ï32Ì, 
§8.sz =2ll-ÝoNÏ ke Í6jej#usiÐ s 


_=“ Ø. s|2:3): b) lš: s2) 


3A ÔôÔÔÔÔÔỎÔ 
đd) Cø ; -2]. 68. a) R ; b) Cœ ca) Ở 
G;+2); 9P tc ;2)‹ v[⁄2,.-) 


đ) Cø ; 2] CÓ [23 ; +), 69. a)x = 1+ AjŠ, 
4 =0 x=<3i BÍ = 


2:3) t©2(@; +ø) ; đ) ¿ 


70. 9|~xr+2}:Ð Cø;~2]2[1;+2). 
T.n)x=2;b)x=1ixe-4, 


Tra Đi Đng 


2[34 ; +ø). 73. a) (—œ 
b)(ø; 


2]6is: ©) (—ø ; 0] 


¡ -3] © [3 ; +) ; 
~2];:e)I-5;—)Ó(ŒI;+ø). 


T4. a) m < —1 hoặc m hộ to 8e d 


5 


hoặc m = TẾ. a = —, 


le 


;6)l «m< 


78. a) 2 ; b) 2. 79. lmÌ ‹S=. 80.0 < m <2. 
81. a) Nếu ø < I hoặc ø > 2 thì tập nghiệm của 


5 
bất phương trình là (— as] Ề 
a?—3a +2 


Nếu I<ø< 2 thì tập nghiệm là (s ñ Tên) 
a?~3a+2 


Nếu ¿ = hoặc ø = 2 thì tập nghiệm là Ø 
b) Nếu m < ~7 hoặc m > l thì tập nghiệm 
của bất phương trình là I ; Nếu -7 < m < I 
thì tập nghiệm là 


¬—.= 
` ——-..A. 
4 
——h—— ] 
———--—-*“: 


82. a) (2; 4) 2 (5; +9) ; b) C9; 


(2/14: +). 83. ` ˆ 


1)2;3] 
bì m <—1 
hoặc m > 2. 84 a) v = 


b)x = BH, 85. a) [6 ; 7] ; 
D:+2): Lhwệt Ti 4)ˆ4;-31©2 


[0; 1]. Bốc A) ø< =E c0) 0311, 87. a) (C) ; 


b) (Œ) ; e) (D). 88. a) (A) ; b) (B) ; e) (C). 
89. a) (C) ; b) () ; e) (D). 


#l và x = 5 ; 


b) (Cø ; 0] t2 


Chương 5 


1. a) Kích thước mẫu là 80. b) 0; 
5;6; 7.2. a) Kích thước mẫu 
45; 50; 53; 57 ; 59; 65 ; 7I 
100 ; 133; 141 ; 150 ; 165. 3. Có sáu lớp 
doạn [30 ; 124], [25 ; 199], [200 ; 


214], 
[275 ; 349], [350 ; 424] và [425 ; 499]. Các tần 
số tương ứng : 3, 5, 7, 5, 3 và 2. Các tần suất 


tương ứng : 12%, 20%, 28%, 20%, 126 và 8%. 
4. Có sáu lớp là [36 ; 43], [44; 51], [52 ; 59], 
[60 ; 67]. [68 ; 75] và [76 ; 83]. Các tấn số 
tương ứng : 3, 6, 6, 8, 3, 4. Các tân suất tương 
úng : 10,0%, 20,0%, 20.0%, 26.7%, 10.0%, I 3,3%. 
6. b) Có bảy lớp [26,5 ; 48,5), [48,5 ; 70,5), 
[70.5 ; 92,5), [92,5 ; 114.5), [114,5 ; 136,5), 
[136,5 ; 158,5), [158,5 ; 180,5). Các tân số 
tương ứng : 2, 8, 12,12,8,7,I.7. b) Có sấu 


lớp [0 ; 2], [3 ; 5], [6 ; 8], [9 ; H1], [I2; 14], 
[I3; 17]. Các tân số tương ứng : 10,23, 10, 3, 3, I. 
J25 ; 34]. [35 ; 4H. [45 : 51, 
4], [75 ; 84], [85 ; 94]. Các tấn 


8. Có bẩy lớp : 
[55 ; 64]. [6 
số tương ứng : 3, 5, 6, 5, 4, 3, 4. 9. a) X = 15,23 ; 
bỳ M„= 15,5;c) s”=3/96; sz 1.99, 10, Xz 48.35 g; 
xŠ» 10464; sm 13/05 g. TH.a) X >235; b) ⁄ˆ> LL57, 
2 125, 12a) X z 15/67, M, = 15,5; b) s° = 5.39; 
232. 13. a) X =48,30; M„ =50.b) s2z 121.98; 
si» 1104 14 a) X» 5547; Mẹ = 5375. 
b) 3ˆ» 43 061,81 ; s z 207,51. 15. a) Trên con 
đường A: X “73,63 km/h, M_ = 73 km/h; 
sŠz 74,71, s= 8,65 km/h. Trên con đường 3: 
X =70,7 km/h, M, = 7! km/h; s” + 38/21, 
s 6,18 kmíh. 16. (C).17. (O. 18. a) X 40 g; 
bỳ 3Š > 17, s> 4,12 g. 19. a) X+> 54/7 phút. 
b) s2 53/71; s» 7,33 phút. 20,b) X» 17,37; 

¡©) Mẹ = 17, Mẹ = 17 và Mạ = 18. 


s3] 


Chương 6 


a) Sai ; b) Đúng ; e) Đúng ; d) Đúng. 2. Kim 


phút : „118 # 2,75 (m), Kim giờ : 


“= 0,16 (m).4. Theo thứ tự là (xấp xì) : 0,375 ra; 
1,325 rad ; 143°14' ; 36°29'. 5. Theo thứ tự là : 


~—.1.26 
24 


Xin, 25+ bên, -à k2n, —. tiên 

( € Z). 7. Theo thứ tụ là : 180”, ~I20, =60, =0”. 

8 sđQÀ= LỀP ¿12m (hay ¿72° + L360) 
h 


(=0,1,2,3.4:ke2):s84# = . 


(hay (j —¡J72' + k360) Œ, j = 0, ° 2,3, Bói 
/zj;k€ Z).9% a)210,b)280,c) T9) T: 
10. Theo thứ tự là 0, =“ si xỦ „ 18, Không 


4 
thể. 14. a) Sai, b) Sai, c) Sai, đ) Đúng, e) Sai, 


g) Đúng. 


21 


l5 M(x :y), À” + y” = và theo thứtự : a)x >0, 
b)y>0, ð} 4E: y# 1. 16. a) Theo thứ tụ 
dương, dương, âm, dương. b) Theo thứ tự : dương, 


L V3 


+ › 


2 


dương, âm. 17. Theo thứ tự là : 


-M3, -“— ;b)(~I*, 0, 0, không xác định ; 


bệ 


bởi 


e) 0, (LÝ, không xác định, 0; d) (1Ÿ ““ 


C1“ Xã 1,1. 1% a)sin Z= cơ tan @=—: về 


2J2 


b)cosở = -——, tan 
H} 


, snz=-—. 
5 


19, a)|bin |, b) 0, c) tan” ø. 21. M trong góc Ï, 


ce)cos2=— 


TH thì sinœ cos#cùng dấu, M trong góc II, II 
thì sinœ, tanz khác dấu. 23. a) 3, b) —l, c) —l. 
24. a) sai, b) sai, e) đúng, d) sai, e) đúng, g) đúng. 


3m : : 3m 
25.cos| œ~— |=—sin#,sin| œ—— |=cosở, 
2: 2 
( >) ( ¬] 
tan| œ~= — |= =cotø, cot| øz— — |E -tanø. 
2 2 


26. a) 4, b) ~l, €) wÊ- I). 27. Theo thứ tự 


là —0,342 ; 0.342; 


—0,309. 28. Theo thứ tự là : 


29. cos(~75”) = vn la-75°)<— X51 


„ sin(-T5°)=— : 
5 sin( ) Do 
tan(-75°)= =(V3+2), cot(-75°) = AÏ3-2. 


30. Có. 31. Theo thứ tự là : âm, dương, âm, 
k) 
dương, âm. 32, a) 02 — tan # = F 
b)sinø = đổ tang = cI, 
1 8 
w 


l + 
€)co0s # = R. sin#ư =——. 


33. a) 0, b)cos(27- Z) 
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tan(Ø — 77) 


42 3m 
=#—.sin|—- ở |= + 
4 2 


35. s6 ~— m2). 3T.b) M = 


mm} 


2 3 
—=.sin(Ox,OP)=-—=. 
KH dã 
38. a) sai, b) sai, c) đúng, d) sai, e) sai, g) sai. 
39. Côsin, sin, tang, côtang của a) 75” theo thứ 


wh: XÃ — 0, X2 @Vố +0, 2+ Vỗ, 
ÔWna): 
S kñ~n; 2-B,2+5. 


cos(Óx, OP) = 


2~hÃ ; b) L5° theo thứ tự là : 


4l.a) sin2ở = — 


9 
An 2 
n 


tan 288g Co cả cot2œ 
3— 2Ö, _ 3:2 
=4 TF\ 3 


sẽ 
19 
x sarỦ caLC =3— _- 


; C052Ø = nA 
9 


a^+b 
54.a) c7 
£ 

Ỷ 
x=—>633(m). 

£ 
§5. a) đúng, b) đúng, c) đúng, d) sai. 
56. a) sinz= SŠdu82iđ= có sn2-_ M10, 

h) 25 2 10 
uy lÊ!= 36/10) 3 059 02. 
41 5 72 16 


60. (B), 61. (C), 62. (B), 63. (D), 64. (A), 
65. (C), 66. (D), 67. (A), 68. (D), 69. (D). 


Câu hỏi và bài tập ỏn tập cuối năm 
b)ce<-l; 

c)(Cø ;ø)\©J[b; +); đ)ø <l,b>—l vàua<b. 
2 a) Không chẩn, không lẻ ; b) Không chẩn 
không lẻ ; e) Hàm số chẩn ; d) Hàm số lẻ. 

4. a)m=—I ;b)m=1;c)m #—T. 


1 a)z<-lvàb>l; 


4. a) Vì su” là hàm số lẻ ; b) Sang phải 3 


đơn vị, tâm đối xúng là (3 ; 0) ; e) xuống dưới 
2 đơn vị, tâm đối xứng là (0 ; ~2). 5. b) Không 


ñ 3 25 ` 
có điểm chúng nếu ør< ~ÊC, có Ì điểm chung 


TIỂU #= = có 2 điểm chung nếu #w > = 


©) (s:I+») Với MS 6a)k=l,k=-7; 
2 4 
b) j^~0,276, x;»~5,547. 7. a) x 22/93 ; 
b) Aj~-0,73, xyạ~~4,73. 8 a) Vô nghiệm 
nếu m < 0 hoặc 0 > 27, một nghiệm dương 
nếu 7 = 0 hoặc z = 27, hai nghiệm dương nếu 
0<ứm <2 hoặc 3 < mm < 27, hai nghiệm trái dấu 
nếu 2 < m < 3, một nghiệm 0 và một nghiệm 
dương nếu  = 2 hoặc  = 3. b) Vô nghiệm nếu 


& ¬. 
=I SMS: hai nghiệm trái dấu nếu „ < -3 


hoặc m > I, hai nghiệm dương nếu 


=3< m< —l hoặc em < l, một nghiệm 0 và 


một nghiệm dương nếu ø= =3, một nghiệm 


= 
m1 


3 3 
dương nếu  = +l hoặc Ma Cử 9, a) { 


` 3 " ` 
nếu m # | và m # 9ï vô nghiệm nếu  = l 


hoặc m= ~>. b) Ệ: 
c: 


mì ` m+2 


} nếu # # 0 và 
=0, tì HỂU m = ~, 
2 


e) tủ nếu —l << 0, {I} nếu „<—l 
m 


hoặc z > 0. 


10, a) (m+1)x” (3m +4)x = mi + 4) = 0 


Ém # —L) ; b) Vô nghiệm nếu -Ÿ<m<=Š, 


h % ¬- Ỷ s 
hai nghiệm âm nếu n <m< =1, hai nghiệm 
trái dấu nếu w < hoặc ¿mm > — Í, một nghiệm 


x= 0nếuzm= ——. 
kì 


m+2.-3(m+l) 


11.a) (x; y) = ( h 
m1” m=l 


vô số nghiệm nếu „ = Ì ; b) (v; y 
nếu m # 4, vô số nghiệm nếu 


12.01 :-D, (Sễ: $Ì: b)(2; I).(1;2): 
©) C10), (0; 1). 1 8) 2-0 ;b) X, 
`. ẽsn 

c6) -Ik28 ¡ó VỀ, 


3. 1 
18. a ¬I Sa 2;+); 
8)(=9; 9{ 3i tÌ Đ@;+») 


vn 


4 
17.a) x=-—= 
a) X 5 


b) (->:-3] C1 ;+ø);e) [1; +9). 

19.a)X =6666;b) M, = 65,5. 20.b) X 216,17 
nghìn đồng ; 3° z 984127 ; s # 99,20. 
21. b) X # 37,33; d) 2x 81/22; sx 9/01, 


bi rà 


22. a) cos(ở + )= 


12 

sim(œ + ) = 
cos(đ— ) 
sim(# — đ) = 

5 

1 l 
©€osØ# = -—=, tan = -2,cotØ = ——. 
V5” 5 


23. tan[0” tan50” tan] 10” = 
8=. tiên hoặc C =-⁄2, 


8=-< +i9r (e2) 
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BẢNG TRA CỨU THUẬT NGỮ 


Thuật ngữ Trang Thuật ngữ Trang 
bảng biến thiên của hàm số 0 điều kiện cần 11 
bảng phân bố tần số điều kiện cần và đủ 11 
bảng phân bố tân số ghép lởp 164 điều kiện đủ 11 
bảng phân bố tần số - tần suất 162 điều kiện (xác định) của bất phương 113 

trình 

bảng phân bố tần số - tần suất 1ô4 điều kiện (xác định) của phương 66 
ghép bp - trình 
bảng xét dấu 124 điều tra mẫu 160 
bất đảng thức 104 điều tra toàn bó 160 
bất phương trình bậc hai mótản ˆ 141 định lí đảo 11 
bất phương trình bậc nhất hai ản 128 định lí VEét 75 
bất phương trình bậc nhất mót ẩn 117 định thưc cấp hai 90 
bất phương trình tương đương _ 114 đoạn [a ; b] 18 
biến đổi tương đương các phương trình 68 đỏ thị của hàm số 36 
biến đổi tương đương các bất 114 đó kệch chuẩn 175 
phương trình 
biến số (đóc lập) đối số 45 
biệt thực - đường gấp khúc tân số - 168 
biệt thức thu gọn 72 đường gấp khúc tần suất 166 
biểu đỏ tần số hình cót 165 đường tròn định hưởng 188 
biểu đỏ tần suất hình cót 165 đường tròn đơn vị 185, 192 
biểu đỏ tần suất hình quạt 16ô đường tròn lượng giác 192 
biểu đỏ Ven 17 giá trị của hàm số ftại x 35 
chiều (quay) âm |_ 188, 188 | giải và biện luận phương trình 71 
chiều (quay) dương 186, 188 | giao (của hai tập hợp) 19 
chứ số chắc (đáng tin) 27 göc lượng giác 187 
chúng minh bằng phản chúng 10 gòc œ. 193 
công thức cóng đối với sin và cỏsin 208 hàm số kẻ) 
công thức cóng đối vi tang 210 hàm số bậc hai 54 
cóng thức hạ bậc hàm số bậc nhất 48 
công thức nhân đỏi hàm số bậc nhất trên từng khoảng 49 
008(0u, OV) hàm số chăn 40 
cot(Ou, 0v) hàm số cho bàng biểu thực 36 
cung lượng giác hàm số đồng biến (tảng) 38 
cung Z hàm số không đồi 38 
dạng chuẩn của số gần đúng 27 hàm số lẻ 40 
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Thuật ngữ Trang Thuật ngữ Trang 
hàm số nghịch biến (giảm) 38 phương trình bậc hai mót ẩn 72 
hệ bất phương trình bậc nhất hai ần 130 _ | phương trình bậc nhất hai ản 87 
hệ hai phương trình bậc nhất hai ản 87 phương trình bậc nhất mót ẩn 72 
hệ phương trình bậc nhất ba n phương trình chúa ẩn ở máu thức 82 
hệ phương trình đối xung phương trình hệ quả 69 
hệ thức Sa-lb phương trình mót ẩn 72 
hệ toạ đó vuông góc gắn với đường 193 phương trình nhiều ẩn 70 
tròn lượng giác 
hiệu (của hai tập hợp) 20 phương trình tương đương §7 
hợp (của hai tập hợp) 19 quy hoạch tuyến tính 131 
khảo sát sự biến thiên của hàm số 39 rađian 185 
khoảng (a ; b) 18 sai số tuyệt đối 24 
kí hiệu v và 3 ự sai số tương đối 25 
kích thước mâu 160 sin(Ou, 0v) 194 
mẫu 160 số quy tròn 26 
mệnh đề 4 số trung bình 172 
mệnh đề chúa biến 7 số trung vị 172 
mệnh đề đảo 5 tam thức bậc hai LIÊT 
mệnh đề kéo theo 5 tân số 162 
mệnh đề phủ định 4 tần suất 162 
mệnh đề tương đương 8 tập con 18 
miền nghiệm của bất phương trình bậc 128 tập hợp 15 
nhất hai ẩn 
miến xác định của hàm số tập hợp bảng nhau 17 
mốt tập rồng 16 
mút đầu của cung lượng giác tập xác định của hàm số 45 
mút cuối của cung lượng giác tan(Ou, Ov) 196 
nghiệm của bất phương trình tham số 71 
nghiệm của hệ phương trình thống kê - 188 - 
nghiệm của nhị thúc bậc nhất 122 | tia cuối của góc lượng gác 187 
nghiệm của phương trình (mót ẩn) 66 tia đâu của góc lượng giác 187 
nghiệm của phương trình nhiều ẩn 70 tịnh tiến mót đểm 42 
nghiệm của tam thức bậc hai 187 tịnh tiến mót đồ thị 42 
nghiệm gần đúng của phương trình 87 trục côsin 195 
nghiệm ngoại lai trục cỏtang 197 
nhị thức bậc nhất trục sỉn 195 
nủa khoảng trục tang 197 
phần bù (của A trong E) trung bình cóng 106 
phương sai 174 trung bình nhân 106 


MỤC LỤC 


Trang 
Chương Ì. MỆNH ĐỀ - TẬP HỢP 
§1. Mệnh đề và mệnh đề chứa biến 4 
§. Áp dụng mệnh đề vào suy luận toán học 10 
§3. Tập hợp và các phép toán trên tập hợp 15 
§4. Số gần đúng và sai số 24 
Câu hỏi và bài tập ôn tập chương 1 3I 
Chương 2. HÀM SỐ BẠC NHẤT VÀ BẬC HAI 
§I. Đại cương về hàm số 35 
§2. Hàm số bậc nhất 48 
§3. Hàm số bậc hai 354 
Câu hỏi và bài tập ôn tập chương 2 63 
Chương 3. PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
§1. Đại cương về phương trình 66 
§2. Phương trình bậc nhất và bậc hai một ẩn 72 
§3. Một số phương trình quy về phương trình bậc nhất hoặc bậc hai §I 
§4. Hệ phương trình bậc nhất nhiều ẩn 87 
§5. Một số ví dụ về hệ phương trình bậc hai hai ẩn 98 
Câu hỏi và bài tập ôn tập chương 3 l0I 
Ciiương 4. BẤT ĐẲNG THỨC VÀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH 
§1. Bất đẳng thức và chứng minh bất đẳng thức 101 
§2. Đại cương về bất phương trình. 113 
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